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MASTER STEP Institut de Physique du Globe de Paris
Géophysique de I'Environnement

TDGE]1: Corrigé des exercices pour le 8 mars 2007

TDGE1E1:

La profondeur de pénétration pour une onde de période T est donnée par A =+«kT Ix
ol x est ladiffusivité thermique. Pour I'onde annuelle (7=3.16x10" s) et k=1.5x10° m*-s*, on
obtient A= 3.9 m. L'atténuation a une profondeur p est ¢ ”"*, ce qui donne 0,076, 5.8x10"° et
4.4x10* 210 m, 20 m et 30 m respectivement. Quant au décalage de phase, il est donné par
pl21A en unités de période, soit 0.41, 0.82 et 1.23, ou encore 5, 10 et 14 mois a 10.m, 20 m et
30 m respectivement.

TDGE1E2:

L'amplitude annuelle créte créte a Paris est environ 15 °C. Pour que I'amplitude a une
profondeur p soit 0.1 °C, il faut donc que l'atténuation e”'* soit égale a 6.7x10°. La

profondeur de pénétration 4 pour une onde de période T est A =+«T/x , soit 3.2 m avec
7=3.16x10" s et en prenant x=10° m?®s’. La profondeur p minimae est alors p=-
AxLog(6.7x10°°) soit p= 16 m.

TDGEI1E3:

Le débit Q atraverslefiltre est donné par KAA/I, K éant la conductivité hydraulique, 4
I'aire totale du filtre (soit A=nrp® ou rp est le rayon du filtre), # la charge hydraulique et / la
longueur du filtre. Comptons la charge hydraulique a partir du bas du filtre, on ne tient donc
pas compte dune éventuelle rétention capillaire du filtre. Quand le filtre est plein
(h=h;=10+2=12 cm), on obtient 0=10xnx4x10*x12/2=7.5x10"° m/s soit O=450 mL/min.

Le débit atravers le filtre est aussi égal a A(1)dh/dt, ou A(t) est I'aire de la surface libre.
Si on suppose que la cafetiére est cylindrique, alors A(t)=nr(h)? ol r(h) est le rayon de la
surface libre. Ici, r(h)=ry+tanax(h(?)-I), ou o est le demi-angle au sommet de la cafetiére
supposée conique. On adonc :

Jh_ (L hYdh
Q=Kmo = ”(r" \/§+\/§j dr’ (1)

car a=30°, soit:

(r —IJZ +2h(r —l)+ ﬁ

2 0 0

Klidt:— V3 ‘/§h 3) 3 4 (2)
L'eau aura entiérement percolé au bout d'un temps 7' qui correspond a/ variant de 4; al.

En intégrant (2) de /=0 a T, on obtient donc:

Kgo (LY 2( Lo L p
] T‘[o /_:J L gl + /—3(0 /—Sj(hl l)+6(hl l), (3)
S0it:

LY 2 L e

T_Kroz {(”o \/\;’j LOgl "‘\/5(7”0 \/éj(hl l)+6(hl l)] (4)
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soit:
7=3.0min (5)

TDGE1E4:

A
v

\4 v

| Coucheimperméable \

1) Considérons I'aquifere libre délimitée par la mer de par et dautre. La hauteur
piézomeétrique i est donc 2=h,=100 m pour x=0 (coordonnée horizontale perpendiculaire ala
presquile et x=L (largeur de la presquile). La ligne de partage des eaux x est au centre de
la presquile et h(xwp)=140 m. Soit « l'infiltration par tranche de presquile, que nous
supposerons constante et égale a 1% de la pluviométrie. La conservation de la quantité totale
d'eau contenue dans |les pores permet d'écrire:

dg
a=—, 6
0 (6)

ou g est le débit spécifique. Dans le cadre de |'approximation de Dupuit, on a:
g=—Kkn®, (7)
dx

i(h@jz_g_ (8)
dx\  dx K

Cette équation sintégre aisément quand le milieu est homogéne (K=Cte) et a est
constant et la solution vérifiant les conditions aux limites est:

h®=h, +Ex(L—x). (9)

ou K est la conductivité hydraulique.
Onadonc:

La hauteur piézométrique au centre est aors:
L2
hol=ht+L= 10
— (10)
On peut déduire la valeur de la conductivité hydraulique en fonction des autres
parametres.
LZ

a
Tahetong Y
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ce qui donne K=1/4x30x10%(3.16x10")x4x10%(140%-100°) m/s=10" m/s. Cette valeur
correspond a une perméabilité de 10mD.

2) On est ici dansle cas d'un probléme de diffusion a une dimension. La diffusivité x est
ici la diffusivité hydraulique donnée par xk=Khgle, ou ¢ est la porosité. La profondeur de
pénétration (ou longueur de diffusion) A pour une onde de période T est alors donnée par
A=+kT/r et 'atténuation a une profondeur p est e ”'*. Or l'atténuation indiquée pour la
marée M2 avec p=2 m est 1/5. On a donc A=2/Log5=1.24 m. La conductivité hydraulique est
dors : K=enA’/hyT=0.05x1x1.24%/100/(12.42x3600) m/s=0.54x10" m/s, soit 5.4 mD. Cette

valeur ne coincide pas exactement avec la valeur obtenue précédemment mais elle est du
méme ordre de grandeur.

TDGEI1ES:

Dans I'approximation de Dupuit, le débit O dans un forage de rayon r, ou on observe un
rabattement 4, est |ié au rabattement /; observé a une distance r; par :
2 72
QzﬁK—h1 s : (12)
Log LS
o
ou K est la conductivité hydraulique.
On a donc ici K=10"%7xLog(15/0.1)/(12.7%-12.3%)=16x10" m/s, soit une perméabilité
de 16 D.

TDGE1E6:

_____

W(0)=hy | =

K; K><K;

>
x=0 x=L/2 x=L X

Dans I'approximation de Dupuit (voir ci-dessus), la hauteur piézométrique 4 (x) vérifie

I'équation :
i(h@]:—i, (13)
dx\  dx K

ou K est la conductivité hydraulique et « l'infiltration. Dans le cas ou a ne dépend pas de la
position, cette équation sintégre :

h2 = —Kixz + Ax+B,, (14)

1
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danslemilieu 1 (0<x<L/2) et :
h2=—L 3"+ 4,x+B,, (15)

KZ
dans le milieu 2 (L/2<x<L), A;, B;, 4, et B, étant des constantes. Les valeurs des constantes
sont imposées par les conditions aux limites. On a d'abord une contrainte a chague bord:
hi(0)=hy €t h2(L)=h.. On a en outre une relation de continuité de 4(x) ala frontiere entre les
deux milieux : h;(L/2)=h,(L/2). Cestrois conditions sécrivent :

Blzho2
B,=h2—A,L+-21 . (16)
2 22
L L L L
S L= A—-+B :—i—+Az—+B2
K, 4 2 K, 4 2

Enfin, on peut écrire la conservation du flux d'eau a la frontiére entre les deux milieux,
autrement dit :

d dh
_thl_hl :_thz_z , (17)
dx x=L1[2 dx x=L[2
ce qui seécrit :
2 2
kM g (18)
dx x=L /2 dx x=L/2

ou encore, en utilisant (14) et (15) :

2a L 2a L
Kl(—?g-i-/llj: Kz(—K—E-I-AZj, (19)

1 2
soit : K14 1=K>A>. En injectant cette relation dans latroisiéme équation de (16), il vient :

P K, L 2
T Y Ry S S R ) Ly ey & (20)
K 4 K 22 K, 4 %2 K,
2
L CRE Uy R (21)
2 K, 4\k, K
*(, K
Kl(hf — h§)+ a4[1+31j
A= : (22)
L K, +K,
On obtient alors :
2( K
2K1( f—h§)+a4(l+3lJ
4=522 d (23)
L K, +K,
et
2
K (n? —h§)+a];1[1+311§1j
B,=h2-2 2/ 4 4 12 (24)
K, + K, K,

La ligne de partage des eaux se situe dans le milieu ayant la plus faible conductivité
hydraulique, 2 ici. Dans ce milieu 2, laligne de partage des eaux est définie par :
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2 =0, 25
0 (25)
X= XD
soit :
(26)
Onadonc:
(27)
Pour Ap=hz, 0na:
L LK, -K
Xyp = =+ ————=. (28)
2 4K +K,
Lahauteur maximale de I'aquifére est :
a 2 a
h: =%, +A2xWD+hL2—A2L+?2L2, (29)
soit, en exprimant 4. en fonction de xp (équation 26) :
a 2 a 2 a a
hriax = _K_szD +ZExWD +hL2 —2K—2xWDL+K—2L2. (30)

On adonc:

Cetterelation est d'ailleurs tout afait générale.
Un exemple de cas est représenté sur lafigure ci-dessous.
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TDGE1ET7:

Commencons par le cas d'une segmentation du massif en trois zones 1, 2 et 3
d'infiltration constante /;=ay, I>= ay €t I3=ay. Dans |'approximation de Dupuit (voir ci-dessus),
la hauteur piézométrique 4i(x) vérifiel'éguation :

i( ﬂjf_ (32)
dx dx K
ou K est la conductivité hydraulique. Dans le cas ou /; ne dépend pas de la position, cette
équation sintegre :
h?:—;lé—x2+A[x+Bi, (33)

1

ou A4, et B; sont des constantes.

/// \\\\h(L)—hL
h(0)=hy| < oo
“““ K
>
x=0 X X2 xX= X
Pour trouver les six constantes, on écrit d'abord les conditions aux bornes;
hg = Bl
I, (34)

h=-2IC+A4L+B,
L K 3 3

On écrit ensuite la continuité de la hauteur et du flux a chaque frontiere de zone. Pour la
limite entrelazone 1 et lazone 2 (x=x;), on &

Jé I
—Elxlz +Ax,+ B, = _E2x12+ Ax, +B,

I 7 (35)
-2t x+4,=-2"2%x+4
le 1 le 2
et, pour lalimite entre la zone 2 et lazone 3 (x=x2), on &
L I
- —2x22+ Ax,+B, = ——szz + Ax,+ B,
K K (36)

—2§<—zx2 +4, =—2]E3x2 + A4,

On remargue qu'en multipliant la deuxieme équation de (35) par -x; €t en gjoutant a la
premiere, on obtient:
I, » I, »
Lx°+B, ="2x"+B,, 37
K 1 1 K 1 2 ( )

Soit:
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De méme;

B,=B,+

12 _13

I -

I,

_ 1,2
B,=hl+ 2 2x?

x22 :hg-l—lll_('lz )C_L2+

1,

_13 P

On obtient alors 4; a partir de la deuxieme équation de (34) :

puis A et A; sSobtiennent successivement des deuxiemes équations de (36) et (35).

1
A=

(hf clapp_
K

B);

Deux exemples sont représentés dans les figures suivantes.
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Plagons-nous maintenant dans le cas d'un milieu homogeéne de conductivité hydraulique
K avec uneinfiltration a(x) variant avec la position comme a,sin’(x 7/L). On a:

1—cos(j
2
dh :_Z_a:_Z_ao_Sinz ™ _ 24 L)__% G, 2rx . (41)
dx K K L K 2 K K

L'intégration est dorsimmédiate:

I? 27nx
L R S 2COS( ) (42)
2K K 4r L
ou 4 et B sont deux constantes:
Les conditions aux bornes imposent:
h2= _a_Oi
0o - 2
K 4r , - (43)
hio—Yo g2y gl
t 4r®
d'ou on tire:
h,? —hy’
A=—"LL+-L E
2K2 . 1%2 . (44)
B =h, —0—2
K 4r

Laforme delanappeest alors:
2

2 2 2
B2 [ Gy T | e o D dg LT o200 ) g
2K 2K L L

K 4r? K4712U

ou:

Danslecasou hy=h,=0,0na:

= &[x(L—x) +i—225i n{%ﬂ (47)

La hauteur maximale de la nappe sera alors (x=L/2) :

(48)
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