
   

3rd class: Normal modes

­Observations

­Calculation of synthetic
Seismograms



 Chile Earthquake (22 may 1960) recorded at Paris (IPGP)



Chile earthquake (may 22 1960) recorded at Paris (IPGP)
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Kurils islands 1994­277 SCZ­VLP
Spectra 3 hours
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Spheroidal modes       P­SV
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Elasto­dynamic equation
ρ∂ttu0i = ∂jσij + ρ gi + Fi (+ Fsi +…)
Which can be rewritten:
ρ∂ttu0 = H0u0  (+ Fs)

H0 is an integro­differential operator

1D­Reference Earth Model: 
M0(r), ρ(r ), VP(r), Vs(r)
(PREM, Dziewonski and Anderson, 1981
or IASP91, Kennett and Engdahl, 1991)

Eigenfrequencies: nωl

Eigenfunctions: nul
m (r,t)= |n,l,m>



   

Spheroidal Modes



   

Spherical eigenfrequencies

Dispersion Branches 

Spheroïdal Modes Toroïdal modesnSl  nTl 

multiplet : (n,l) = 2l+1 singlets
singlet : (n,l,m)

n :  radial order
l : angular order
m : azimuthal order

( P­SV / Rayleigh) (SH / Love)



1D­Reference Earth Model: 
M0(r), ρ(r ), VP(r), Vs(r)
(PREM, Dziewonski and Anderson, 1981)

ρ∂ttu0 + H0u0 = 0

Eigenfrequencies: nωl

Eigenfunctions: nul
m (r,t)= |n,l,m>

2 kinds of mode: Toroïdal nTl, Spheroïdal nSl

Degeneracy of eigenfrequencies nωl : 2 l +1



   

ρ∂ttu0 = H0u0  (+ Fs)

Eigenfrequencies: nωl

Eigenfunctions: nul
m (r,t)= |n,l,m>

3 quantum numbers (k={n,l,m}) => uk(r,t)
 ∫ ρ uk

* . uk  d3x = δij

H0 uk = ρ nωl
2
 uk

Displacement: 
u(r,t) = Σn,l,m  nal

m |n,l,m> exp(­inωlt)

uk(r,t)= {U( r ) er+ V(r )eθ ∂θ + V(r )/sinθ eφ ∂φ } Yl
m (θ,φ)

             + {W(r ) eθ ∂φ ­ W(r ) eφ ∂θ } Yl
m (θ,φ)



(35.6 min)



   

Parameterization, or choice of basis 
functions

spherical harmonics 
(“ global”  basis 
functions) 



Study of Sumatra earthquake (26 december 2004)

GEOSCOPE and Sumatra­Andaman 
earthquake (26 dec. 2004)

(Roult and Clévédé, 2005 ; Park et al., Science, 2005)



Sumatra-Andaman earthquake
26 December 2004
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Effect of rotation on normal modes

Factor different according to the type of mode 
(spheroidal or toroidal)



mode 0S2  => splitting  5 singlets



mode 0S3



Attenuation of some modes

->30d10d 20d

CRZF, Crozet, Indian Ocean

mode 0S0

mode 0S2

singlet m=+2

Q ~ 5300

Q ~ 500



Seismic Source
ρ∂ttu + H0u =  Fs

Displacement in point r at time t due to a force 
system FS at point source rS

eigenfrequencies: nωl

eigenfunctions: nul
m (r,t)= |n,l,m>

 
u(r,t) = Σn,l,m  nal

m |n,l,m> exp(­inωlt)
Eigenfunction basis is a complete basis => any wave can be 
modelled by normal mode summation including surface waves
 and body waves.



   

1D­ Reference Earth Model
• Normal mode calculation 

(eigenfrequencies nωk 

eigenfunctions nul(r,t))
•  Synthetic Seismograms by 

normal mode summation 
(k={n,l,m}).

u(r,t) Displacement at point r at time t due 
to a force system F at point source rS

Source Term (uk .F)S = (M:ε)S 

M Seismic moment tensor, ε deformation tensor

u(r,t) = Σk uk ( r ) cos ωkt /ωk
2 exp(­ωkt/2Q) (uk.F)S



    Beucler et al., 2003



   



   



   

Eigenfunction basis is a complete basis => any wave 
can  be  modelled  by  normal  mode  summation 
including surface waves and body waves.

Asymptotic form of Yl
m(θ,φ):

Yl
m(θ,φ): = π­1 (sin θ)1/2cos[(l+1/2)θ + 1/2 mπ­ 1/4 π] e imφ

For a source at the pole, θ plays the role of epicentral distance.
The horizontal wavenumber k is: k=(l +1/2)/a 

And phase velocity is c(ω)= ω/k
Ray parameter p = a sini / V <=> horizontal slowness

p = a k/ω = =(l +1/2 )/ ω



   

Asymptotic form of Yl
m(θ,φ):

Yl
m(θ,φ): = π­1 (sin θ)1/2cos[(l+1/2)θ + 1/2 mπ­ 1/4 π] e imφ

For a source at the pole, θ plays the role of epicentral distance.
The horizontal wavenumber k is: k=(l +1/2)/a 

And phase velocity is c(ω)= ω/k  ∞  +∞   ∞
 Σ f(l+1/2)  =   ∫    f(ν) e­iπ ν

   Σ e­2iπ ν q
 d ν

l=0 ­∞ q=0

From normal modes to surface waves

      ∞    +∞
Ur(r,θ,φ)   =   Σ    Σ      ∫   A(κ) (eiω(t−∆/c)+φ+ e iω(t+∆/c)+φ− ) dκ
   n   q=0  ­∞

Sum on modes replaced by sum on trains



   



   Komatitsch and Tromp, 2003

Denali­Alaska 
earthquake (Nov. 2002)

Synthetic seismograms 
By normal mode 
summation



   

Duality wave ­ particle:
λ seismic wavelength
Λ scale heterogeneity

Particle: Ray theory                λ<< Λ

Wave: Normal mode theory (NM)    +
Perturbation  theories  (small  amplitude  of 
3D­heterogeneities) ­> Global tomography

Numerical modelling of wave equation
Strong or weak forms:                      λ  ≈ Λ
­Spectral Element Method (SEM)
­Coupled SEM­NM method



   

Capdeville et al., 2002

Spectral Element Method: 
D. Komatitsch  (1999)



   



   



   



   

Overview
Large scale Seismology:

an observational field

• Data (Seismic source) + Instrument (Seismometer) ­> 
Observations (seismograms)

• Historical evolution: Ray theory, Normal mode theory, 
Numerical techniques (SEM, NM­SEM)

• Scientific Issues: earthquakes, structure of the Scientific Issues: earthquakes, structure of the 
Earth and planetsEarth and planets

• Seismic Experiment: Plume dectection
• NM­SEM and time reversal



   

Seismic Source  StudiesSeismic Source  Studies
u(r,t) = Σk uk ( r ) cos ωkt /ωk

2 exp(­ωkt/2Q) (uk.F)S

Source Term (uk .F)S = (M:ε)S 

M Seismic moment tensor, ε deformation 
tensor


