Licence STEP L2 Module Physique pour |es géosciences $4
Mécanique des solides et des planétes

MS3: Exercices du 12 février 2007

2007MS3F1 :

Refaisons la démonstration du chapitre 2 pages 22-23 dans le cas d'un solide continu de
masse M et de répartition de masse volumique p. Cette masse volumique p dansle cas généra
sera une fonction des coordonnées x, y, z (voire méme du temps). Considérons e moment /4
par rapport a un axe quelconque A et le moment d'inertie /4c par rapport al'axe Ag paralléle a
A passant par G. Soit d la distance entre ces deux axes.

A A

Ona:
IA=IprA2dV, (1)
et
2
]AG:IprAGdV, (2)

ol r, et r désignent ladistance entre le point M et les axes A et Ag respectivement.
Soit H la projection de M sur A, et H® sa projection sur Ag. On a rA:W‘ et

r&=|MH°|. On remarque que, pour tout point M du solide, tous les vecteurs HH° sont

identiques au vecteur d perpendiculaire aux deux axes et contenu dans le plan les contenant.
Développons aorsladistancer, :

_ 2 -
r2 = HM :(HHG+HGM] e d? 424 HM . (3)

Onadonc:
I =1AG+Md2+2a7-ijGMdV. (4)
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Dans |le premier terme, on a effectivement reconnu 1 ; quant au troisieme terme, il est
nul. En effet, faisons apparaitre le centre d'inertie G du solide :

d-[pH MV =d-[ pHGdV +d [ pGMay . (5)

oul le premier terme est nul car tous les vecteurs H°G  sont alignés avec |'axe A et donc sont

perpendiculaire a d , et le deuxiéme terme est nul par définition du centre dinertie
On aains démontré laregle de Steiner-Huygens :
I, =1,,+Md>. (6)

2007MS3E2 :

Laposition du centre d'inertie G de la pyramide est donnée par :
-, 1 N
0G=ﬁjp0MdV, (7)

ou M et p sont respectivement sa masse et sa masse volumique. Comme la pyramide est
homogene, on a:

- 1 -
0G=;JOMdV, (8)

ou ¥ est le volume de la pyramide.

Soit a le coté de la base de la pyramide et /# sa hauteur. Par symétrie, on peut affirmer
que le centre dinertie G se trouve sur I'axe vertica Oz de la pyramide. Reste a trouver sa
position zg. Pour cela, découpons la pyramide en petites tranches d'épaisseur dz entre z et
z+dz paraléles au plan horizontal Oxy. Chaque tranche est un carré de coté /(z)=(h-z)a/h. On

adonc:
h 2 Iz[(h —-z) aj dz ju(l—u)zdz
1 z 5 h Y
ZG:;'([Z((I’Z—Z);) dz == =h

{ ((h —2) Z)Zdz Jj(l— uY dz

: (9)

ou u=z/h. Lasuiten'est qu'un calcul :
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1
J-(l—u)zudz 1_21+£ 6-8+3 .
zo=hb —h2 ff:h—lf - (10)
—u)? 1-2=+= =
.([(1 u)°dz 5" 3 3

2007MS3E3 :

Soit L lalongueur de la barre fine et M sa masse. Plagons-nous par rapport a un axe A
perpendiculaire alabarre et passant par une extrémité. Soit x la coordonnée le long de la barre
qu'on découpe en petites rondelles de longueur dx entre x et x+dx. La masse de cette rondelle

est dm=mdx/L.

A A

x xtdx X
------- >

s _ :
0: dm L2 L

Le moment d'inertie 7 par rapport al'axe A est :

T M| M1
1= J-xzdm =—'[x2dx =—=I= 1MLZ. (11)
s L L3 3

Soit J le moment d'inertie par rapport al'axe A" paralléle a A passant par le centre de la
barre. Il est égal adeux foisle moment d'inertie par rapport a une extrémité (calcul précédent)

d'une barre de longueur L/2! On adonc :

2
J:21M(£j ~ Lo, (12)
3 2 12
Calculons J+Md? ou d est |a distance entre nos deux axes :
2
Jimd?=2mrzaml L) = Ly Ly =Lz o (13)
12 2 12 3

On retrouve bien laregle de Steiner-Huygens.

2007MS3E4 :
Soit une sphére homogene de rayon R et de masse M. Sa masse volumique est :

M M

"1 T (14)
—7nR
3
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Plagons-nous tout d'abord en coordonnées sphériques r, 0, ¢ et caculons le moment
dinertie par rapport al'axe vertical Oz. La distance al'axe OZ est r,=rsiné. Un petit élément
de volume dV=r"sin6drd 6d ¢ contient une petit mase dm=pdV. On aaors:

Rrn2n
I, ={pr2av =p|[ [r*sin?0r2sin6 drdodyp . (15)
000
Chague intégrale dans cette intégrale multiple ne dépend que d'une seule variable et
donc on peut la séparer en un produit detroisintégrales:

R T 2

I, = p|: | r%lr}{ | sin%d@}{ | dgo] (16)
0 0 0

Calculons séparément la deuxiéme intégrale :

i[sin‘?HdG=—I[1—u2]du=jl[1—u2]d =2i[1—u2]du =z{1—ﬂ=g, (17)

On adonc:

X —x—x 21 = =MR?. (18)
3 5

Plagons-nous maintenant en coordonnées cylindriquesr, 6, z. Les coordonnées r, 0 sont
maintenant définies dans le plan horizontal Oxy. La distance a I'axe OZ est maintenant tout
simplement » et le petit éément de volume Sécrit dV=rdrdfdz. Le moment dinertie par
rapport az devient :

R R-2  2x
= dvV =p|d dr | r* rd0 . 19
1, Ipr 14 ,OJ;a 'z ! rlr 7 (19)
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Dans I'écriture de l'intégrale (19), on a bien pris garde aux bornes. Pour un z donné, en

effet, le rayon r varie entre —a € rmacVR2—-2z°> (voir figure ci-dessus a droite).
L'intégration sur |'angle, par contre, se sépare. On adonc :

I, zpﬁdé} [jd{T d}] . (20)

0

T to((R?=22F ) 1% R°[, 2. 1] 4R°
jdz[ {ﬁdr]_jd{ 4Z J:E_([dZ[R4—2R222+Z4]:7{1—54-5}:? (21)
et on obtient :

M 4R® |2
= = x2rx——= [=MR®. (22)
4nR 15 5
On retrouve le méme résultat que précédemment en coordonnées sphériques. Cest
heureux!

IA

2007MS3E1C :

Par symétrie, le centre dinertie du demi-cerceau est sur l'axe Oy de son plan
perpendiculaire a sa base et passant par son milieu. La position ys du centre d'inertie sur cet
axe vérifie:

1
Vo =~ vdm. (23)

ou M est lamasse du cerceau. Découpons notre cerceau en petits secteurs d'angle d6. Comme
le cerceau est homogene, chaque petit bout de cerceau contient une petite masse dm=Md0Ir.

D'autre part, la coordonnée y de chaque point du cerceau sécrit Rsing, R éant le rayon du
cerceau. On adonc:

1% . Mdo |2
-~ [Rsing 2~ — ER|. 24
Yo Mj; T o (24)
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2007MS3E2C :

Soit e |'épaisseur de notre roue homogeéne. Sa masse volumique est :

(25)
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Pur calculer le moment d'inertie 7 par rapport a |'axe perpendiculaire au plan de la roue
passant par son centre, découpons notre roue en petits anneaux €lémentaires situés entre £ et
E+déE. Le petit volume dV délimité par ces anneaux est 2nédé. Onaalors:

I R ~ M £ s __ MR-y
I—Ipr dV-p!é 27Te§d§——ﬁ(R2_r2)eZ7T€J;§ dé R—r) 2 (26)
d'ou:
I= %M(Rz +r2). (27)

On retrouve bien le moment dinertie du cylindre homogene par rapport a son axe
1/2MR’ pour r=0.

2007MS3E3C :

Soit M lamasse du systeme et R le rayon des sphéres. On connait le moment d'inertie Iy
d'une sphére par rapport al'axe Ao passant par le centre:
2M MR?

[ ==—R’= 28
0= 5 s (28)

Le moment d'inertie J par rapport al'axe A situé a une distance R de A, est obtenu en utilisant
laregle de Steiner-Huygens :

M 1 1 7

J=1I,+—R*==MR?+=MR?=—MR?. (29)

2 5 2 10
Comme nous avons deux spheres, le moment d'inertie/ du systéme par rapport A est :
= gMRZ. (30)

2007MS3E4C :

Considérons un tétragdre régulier ABCD de c6té a (voir figure). Par symétrie, on peut
affirmer que le centre d'inertie se trouve sur laligne 1J joignant les milieux de deux arétes AB
et CD opposees. Comme ces deux arétes opposees sont symeétriques, le centre d'inertie doit se
trouver a égale distance x¢ de chague aréte. Il se trouve donc au milieu de 1J. 1l est aisé de
caculer 1J. En effet, on a (théoréme de Pythagore) :

I =~NAJ? - AI* (31)
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Or, AJ=a \J3/2 et Al=a/2. On adonc:
1 (3 1 a

(32)

Xg=—0———= .
“ToNa a4 242

2007MS3ESC :

Considérons un triangle ABC formé de trois barres minces et soit 1JK le triangle des
milieux (voir figure). Comme les barres sont homogenes, on considérera dans le suite que les
masses sont égales aux longueurs. Suspendons notre triangle par le milieu | de AB et soient
a et flesanglesde IK et 1Javec laverticae. Soient A', B', C, I', J, K' les projections de A, B,
C, I, J, K sur la verticale passant par I. A I'équilibre, le moment du poids de la barre BC par
rapport & | est égal et oppose a celui du poids de la barre AC. Ecrivons cette condition en
comptant algébriqguement les distances le long de |'axe horizontal du plan contenant le
triangle:

J'JxBC+K'KxAC=0. (33)
Maison a:
— 1l = 1
J'J:E(C'C+B'B) o K'KzE(A'A+C'C). (34)
Par aiIIeurs,I&sdeuxlongueursEuveE'écrire: -
B'B-C"' AA' '
pc=B8B=CC 4 4o AATCC (35)
Sna snp
La condition (33) devient donc :
2 2 2 2
B'B -C'C A4A'A-CC
- =0. (36)

Sna sing
Mais, comme BB'=AA’, cette condition implique a = 8 ! La verticale est donc la
bissectrice de K1J. Ce rai sonnement sapplique aux deux autres bissectrices. Le centre dinertie
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se trouve donc sur chague bissectrice du triangle des milieux, donc aleur intersection, qui est
le centre du cercle inscrit a ce triangl el
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