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Mathématiques — Algebre et analyse — L2 STEP

Stéphane Jacquemoud (16-déc.-05)

I. Formules de trigonométrie

sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa sin2a = 2sinacosa
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb cos2a =cos’a—sina=2cos’*a—-1=1-2sin’a
tan(a+b): tana+tanb tan 2q = 2tan2a

l—tanatanb 1—tan” a
. . 1 . 3 1-cos2a
sinasinb=—|cos(a—b)—cos(a+b sin"g=———

~Leos(a=b)-cos(a+5)] .

1 ) 1+cos2a
cosacosb=—|cos(a—b)+cos(a+b cos aq=————
sinacosb=%[sin(a+b)+sin(a—b)]

. . . + - . . . - +

sma+smb=2s1na bcosazb s1na—smb=2s1na bcosa b
+b -b . a+b . a-b

cosa+cosb=200sa cosaT cosa—cosbz—zsma2 smaT

=

2

a . 2t 2t
tan—:sma=—2, cosa = 3 et tana=—2
2 1+t 1+t 1

II. Fonctions dérivables

1.1

. Définitions

f(0)- /(%)

X=X,

Soit f'une fonction définie sur un voisinage de x, : fest dérivable en x, si tend vers une limite finie

quand x tend vers x, . Cette limite finie, si elle existe, sera appelée dérivée de fau point x, et notée f '(xo)

f'(xo)=limf(x)_f(x0)=limf(xo +h)-f(x)

X=X, X=X, h—0 h

ACRFACY)

X=X,

Si tend vers une limite finie quand x — x; on dit que fadmet au point x, une dérivée a droite égale

a cette limite finie. On la note f '(xg ) On définit de méme la dérivée a gauche. Si f '(xg ) et f '(xg ) existent et
sont distinctes, / n’est pas dérivable en x, : on dit que la courbe présente un point anguleux. Si f '(xg ) =f ’(xg ),

alors fest dérivable en x, et f'(x,)= f’(xg) = f’(xg).
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e théoréme : une fonction dérivable en un point est continue en ce point.
o Si la fonction f'définie sur un intervalle I de R admet une dérivée en tout point de I, on définit I’application dérivée

de la fonction f'notée f'. Cette application est dite de classe C” si elle est dérivable n fois sur I et si de plus la

dérivée n"™ est continue sur I. Si fest indéfiniment dérivable sur I, elle est de classe C*.

11.2. Dérivées de quelques fonctions

o produit scalaire : 4 (x)=4 ( )3
e unesomme : /(x )=f(

e unproduit: h(x)=f

e une fraction: h(x)=

eme

L4 pulssance n

. fonctloncomposee. h( )=(gof)( ):>h

(
e fonction réciproque : h(x)= /"' (x)=h'(x)=

Ex : calculer la dérivée de arcsinx

. =sin
y =arcsinx Y
ye

T
11 Tz
e[-L1] -2z
soit /7' (x)=arcsinx et f(y)=siny= f'(y)=cosy donc (f‘l)'(x)zm
or cos’ (arcsinx) =1-sin’ (arcsinx) =1—-x* = cos(arcsinx) = v1—-x’
donc (arcsinx)'= ! sur |-1,1[
1-x?
¢ ¥’ +1
Ex: calculer la dérivée "™ de y = 5
(x+1)
on montre que y = 2 2 + !
(x+1)" (x+1)" x+l
: 1 ] n m 6
oIt z=——= 1z :——2:>Zz 3:>Z = — ;
x+1 (x+l) (x+l) (x+l)
(n) _ n n' .
on suppose que z" =(-1) W et on montre que cette expression est valable au rang n+1
X+
+ 2 ! n+ 1 ! n .
y=Z"+2Z‘+Z:>y(n) _ l1+2 +2 (n+1) Z(n) =(_1)n 201;2_3-{-2(—1) 1 (n+ ")+2 +(_1) n! _
(x+1) (x+1) (x+1)

= =—((x_i)ln)z'3 [(n+1)(n+2)—2(n+1)(x+1)+(x+1)1 =%(x —2nx+n’ +n+1)

I1.3. Propriétés

« théoréme de Rolle : si f est une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b] et si f(a)=f(b)=0 alors

3c€ Ja,b| tel que f ’(c) =0. Géométriquement, cela signifie que si une courbe coupe 'axe des abscisses en x =a

et x=>b et posséde une tangente en chaque point de l'intervalle, il existe au moins un point ¢ entre a et b ou la
tangente est paralléle a I'axe des x.



o théoréme des accroissements finis: si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[, alors
3ce Ja,b| tel que f(b)-f(a)=(b—a)f'(c). Géométriquement, ceci revient a dire qu’il existe au moins un point
c entre a et b ou tangente a la courbe est paralléle a la droite AB.

o théoréme : si fest une fonction de classe C” sur [a,b] admettant une dérivée n+1°™ sur ]a,b[, alors Ice Ja,b| tel

(b_a)z (b—a)' (b_a)nﬂ £ (c)

b —a " (n)
+— a)+.. 44— (a)+
2! /"(a) /7 (a) (n+1)!
C’est la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre n appliquée & la fonction f'sur [a,b] .

que f(b)=f(a) "

f'(a)+

n!

o formule de Taylor-Young : si f est une fonction de classe C"™' sur un intervalle I contenant a et si f () (a) existe,

alors il existe une fonction € définie sur I telle que Vxe 1

()= (@) + =9 @)+ P o) e T2 0 () (x=a) e(x) avee la condition lime(x) =0

1! 2! n! xa
On parle de développement de Taylor de fa l'ordre n en a.

II1. Intégrales et primitives

I11.1. Intégrale simple

a) Sommes de Darboux

Soit fune fonction définie sur [a,b] avec a < b et f bornée sur [a,b]. On subdivise ’intervalle [a,b] en n—1 points
intermédiaires Xi, Xp,..., X,1 tels que a < x; < x, < ... <X, <b. On pose a = X, et b = x,. Il existe une infinité¢ de
subdivisions (d) car on peut choisir n et la position des points arbitrairement. A chaque subdivision on associe une
somme de Darboux inférieure s(d) et une somme de Darboux supérieure S(d) :

n n

s(d)=2 (%, =x.)m, et S(d)=3(x,—x.,)M,

i=1 i=1

ou m; et M; sont les bornes inférieures et supérieures de f'sur [X;_1,x;]. Ces bornes existent car f étant bornée sur [a,b] est
aussi bornée sur chaque sous-segment. On définit (e) = ensemble des sommes de Darboux inférieures et (E) = ensemble
des sommes de Darboux supérieures. On peut montrer que tout élément de (e) est inférieur ou égal aux éléments de (E).
Donc (e) est majoré par un ¢élément quelconque de (E) = (e) admet une borne supérieure I'. De méme, (E) est minoré
par un élément quelconque de (e) = (E) admet une borne inférieure I". la fonction f définie et bornée sur [a,b] est dite
intégrable sur [a,b] au sens de Riemann si les deux ensembles (e) et (E) formés par les sommes de Darboux s(d) et S(d)
sont adjacents. La borne commune de ces deux ensembles I' = I" est appelée intégrale de la fonction f'sur [a,b] et on la
note I :

/= jb f(x)dx

b) Somme de Riemann

Soit fune fonction définie sur [a,b] avec a < b et f bornée sur [a,b]. On subdivise ’intervalle [a,b] en n—1 points
intermédiaires X;, Xp,..., X,1 tels que a < x; < x, < ... <X, <b. On pose a = X, et b = x,. Il existe une infinité¢ de
subdivisions (d) car on peut choisir n et la position des points arbitrairement. A chaque subdivision on associe une
somme de Riemann G :

avec A € [x,_,,x,|. Par définition f est intégrable sur [a,b] au sens de Riemann s'il existe un réel I tel que VeeR,", Jae

R, tel que pour toute subdivision (d) vérifiant x; — x;_; < o et quel que soit le choix de A;, on ait lo-I]<e. Test appelé
intégrale de la fonction f'sur [a,b] et on la note :

1:J:f(x)dx



¢) Propriétés

théoréme : une fonction f'définie et bornée sur le segment [a,b] est intégrable sur [a,b] si et seulement si elle l'est sur
[b.a] etalors [ f(x)dv=-] " F ) dx.

théoréme : toute fonction monotone sur [a,b] est intégrable sur [a,b].
théoréme : toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a,b].

théoréme : si f'est bornée et intégrable sur [a,b], les bornes étant m et M, alors Ju € [m, M | jhf(x) dx=u(b-a).

W est la valeur moyenne de la fonction f'sur [a,b].

formule de Chasles : si la fonction f'est bornée ou intégrable sur chacun des deux intervalles [a,c] et [c,b], alors fest

intégrable sur [a,b] et jb feydx =] fx)dv+ jf f(x)dx

théoréme : si f'et g sont bornées et intégrables sur [a,b], f+ g est intégrable sur [a,b] et
[[(f+e)mar=[redc+[ g()dx

théoréme : si f'est bornée et intégrable sur [a,b] et si A€ R, la fonction Af est intégrable sur [a,b] et

j:’(/l 1) (x)dx = ﬂjb f(x)dx

b

(fg)(x) dx) < Ib(f(x))z dxxjj(g(x))2 dx

a

inégalité de Schwarz : (I

a

d) Intégrale fonction d'une extrémité de ’intervalle d'intégration

o théoréme : si f est intégrable sur [a,b] et si X, est un point de [a,b], la fonction F définie sur [a,b] par
F(x)= J; f(t)dt est continue. Dans le cas particulier ot f est continue, alors F est dérivable en tout point de [a,b]
et F'(x)=f(x).

e primitive d'une fonction continue : si f est une fonction définie sur [a,b], F est une primitive de f sur [a,b] si et
seulement si Vx€ [a,b], F'(x)= f(x).

o théoréme : si fadmet une primitive F sur [a,b], elle admet une infinité de primitives qui sont toutes les fonctions G

définies par G(x) = F(x)+cte.

e Soit f'une fonction continue sur [a,b] et / = Ib f (t)dt . Soit F une primitive de f'sur [a,b], alors :
[ 7 @)yde=F (x)=F (x) =[F ()]

II1.2. Recherche de fonctions primitives

a) Primitives usuelles

domaine de définition fonction f primitive F
xn+]
R x" avecne N
n+l
1
R — 1n|x|
x
xm—l
R, x“ avec e R
a+1
1
N (ax+b)"
ax+b>0 (ax+b)" avec ze R —_
a(a+1)
R & o
eax
R e” aveca#0
a
x * ax
a‘avecae R, {1}
Ina
sin x —COSX




R coS X sin x
}—£+k7z,£+kﬂ'[ l+tan® x = 12 tan x
2 2 Ccos” x
1
]kzz,(k+1)7z[ 1+cot” x =— —cotx
sin” x
1
-1 —— arcsin =
a-x a
1 1 X
R — —arctan—
a +x a a
1
x> +h>0 > In x+\/x2+h‘
X +h

b) Changement de variable

Soit fune fonction continue sur un intervalle et ' une primitive de f'sur cet intervalle :
Lﬂf(t)dt =F(x)-F(x,)

Soit une application g de [o,] dans cet intervalle. On supposera que g est continue, dérivable et a dérivée continue. On
désigne par @ la fonction ®(y)=(Fog)(y)=®'(y)=(Fg)(y)xg'(y)=(f>g)(y)xg'(y). Alors

17 (g(0)xg (1)dr =0(B)=(@) = F (2 (B)) - F (g () = [ 1 (u)

Ex: calculer une primitive de f (x) = xsinx’
F(x) = tsint’dr
onpose t* =u=>2tdt =du

F(x) =%Jto sinu du =%[—cosu]i; = —%cosx2 +cte

¢) Intégration par partie

Soient u(x) et wv(x) deux fonctions continues, dérivables, a dérivées continues sur [ab].
[u(x)v(x)]’zu'(x)v(x)+u(x)v'(x) = la fonction u'(x)v(x)+u(x)v'(x) a pour primitive le produit u(x)v(x)

donc J;[u’(x)v(x)+u(x)v'(x)} dx = [u (x)v(x)}z = j:u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)}z —j;u'(x)v(x)dx .

Ex: calculer une primitive de f (x)=arctanx

F(x)= r arctan ¢ dt

X0

dt
u =arctant = du =
on pose 1+1¢

dv=dt=>v=t

2

F(x)= [larctant]i0 —J:‘ 1+tt2 dt = [tarctant]; —%[m(“_ﬁ )]; - xarctanx—%ln(l+x2)+cte

d) Primitive d'un polynéme en sin x et cos x

Soit F(x) =JX sin” rcos’ tdt avec (p,q)e N’

Xo

e supposons qu'un des exposants soit impair : par exemple p =2p'+1 et g =2g"'



F(x) :j sin®” ™' tcos™ tdt = j (1—0052 t)p cos’™ tsint dt

Xo Xo

On pose u =cost = du = —sint dt

F(x)= —rosx (1 —u? )p'uz"'du

cos X,

Demémesi p=2p' et ¢g=2¢g'+1,0onpose u=sint

e supposons que les deux exposants soient impairs : p=2p'+1 et g =2¢'+1. On peut utiliser la méthode précédente
ou faire un autre changement de variable.

F(x)= J:; (sin2 t)p' (cos2 t)q' sint costdt = %.[; (l—c;)sZt)p (HC;S leq sin 2t dt

On pose u = cos2t = du =—-2sin 2t dt
COS 2X - pl ql
F(x)= _ g fTzu V(1)
4 Jcos2x; 2 2

e supposons que les deux exposants soient pairs : on est obligé de linéariser.

Ex: calculer une primitive de f (x)=cos® xsin’x

F(x)= J'x cos® ¢sin’ ¢ dt

X0

it i NV i i \?
4 .2 e +€ e —e
cos'tsin’t = .
2 2i

. 1 i i —2i —4i i ~2i
cos4ts1n2t=—?(e4’+4ez’+6+4e Mye 4')><(e2’—2+e2')

=_%|:(e6it +e_6”)+2(e4” +e—4it)_(e2it +e—2it)_4]

= —2—15(cos6t+ 2cos 4t —cos 2t —2)

1 (sin 6x sindx a sin2x

F(x)=—2—5 . 5 5 —2x]+cte

¢) Primitive d'un polynéme en sin x, cos x et e**

On transforme les produits de lignes trigonométriques en sommes et on se raméne au calcul d'intégrales de la forme :
A(x)= J'x e cos ftdt ou B(x)= J'x e” sin Bt dt

{e(“”ﬂ)' }x o riP) e™ (cos fx+isin fx)(a—if)

+ cte

A(x)+iB(x) = e (cos fr+isin fr)dt = [ &“"dr =

- a+if o’ + B
e™ (acos fx+ fBsin fx) e (arsin fx — fcosnfx)
a,Z _I_ﬁz az _I_ﬁz

A(x) et B(x) sontde la forme e™ (Acos fx+ usin fx)+cte . Donc pour calculer 4(x) et B(x), deux méthodes :

- +cte =
a+if

+cte .

Donc A(x)= +cte et B(x)z

o onassocie les deux intégrales en calculant A(x)+iB(x).
e on connait la forme générale de l'intégrale et on détermine A et . Pour cela on opére par identification en écrivant
que la dérivée de e™ (Acos fx + usin ,Bx) est égale a ™ cos fx ou ™ sin fx.

Ex: calculer une primitive de f (x)=¢ *sin’ x

F(x)=]

X

x

e'sin’ tdt
0

it —ir \?
sindr=| £ —¢ =—i(e3”—e'“’—3(e”—e""))=—lsin3x+ésinx
8i 4 4



1ex . 3oer 1 3
F(x):-zjmersm3tdt+zj'metsmtdt=_zg(x)+ZH(x)

* G(x) estde la forme e (Acos3x+ usin3x)+cte.

G'(x)=e"sin3x = e (—Acos3x—usin3x—3Asin3x+3ucos3x)=e “sin3x=> A= —% et 1= BT

donc G(x)=¢" (—icos 3x—isin 3xj+ cte
10 10

* pour calculer H (x) on lui associe K (x)= Jx e costdt

Xo

. . ) (=1+i)t 1
K(x)+iH(x)=_L’ue"(costﬂ'sint)a’t=L“e(H')’clt={_l+il0 = 12 le"‘(cosx+isinx)+cte

-X
donc H(x)= 62

(—sin x — cos x) + cte

*alors F(x)= %e’)‘ (3cos3x +sin 3x)—§e”‘ (cosx+sinx)+cte

f) Primitive d'un polynéme en x et e**

Soit F x) =I t"e”dt . On va chercher la forme de ces intégrales en établissant une formule de récurrence. On pose
Xo

=du=nt""dt et dv=e"dt =>v=e"]a

F(x)= {’; L (%)

F(x)= {’; } R (%) {2]
R
2] 2o e
] Lot e
o] G R

|
we{ o (e RE G RRE

Donc F,(x)=e"P,(x)+cte avec P,(x) un polyndme de degré n. La méthode de résolution consiste a retenir la forme

des primitives et a opérer par identification.

Ex: primitive de f(x) =¢ (x2 +x—1)

F(x)=[ e (¢ +t=1)dt

on sait que F(x) est de la forme e"(ax2 +bx+c)+cte

F'(x)=e"(ax* +bx+c+2ax+b)=e" (ax’ +(2a+b)x+(b+c
( ) ( ) ( ( ) ( )) =a=1,b=-1,¢c=0
0rF’(x)=e*(x2+x—l)



donc F(x)=e" (x2 —x)+cte

g) Primitive d'un polyndme en x sin x et cos x

On transforme les produits de lignes trigonométriques en sommes et on se raméne au calcul d'intégrales de la forme :

x):jx t"cos ftdt  ou B(x)=_‘-x t"sin ftdt

si n n'est pas trop grand, on effectue des intégrations par parties successives.

on cherche la forme des primitives pour identifier. Soit A + zB J t"e”'dt : d'aprés le paragraphe précédent,

cette intégrale est le produit de ¢’”* par un polyndme de degré n a coefficients complexes.
A(x)+iB(x)=(cos fx+isin ,Bx)(P (x)+iQ, (x)) +cte
P et O, sont des polyndomes de degré inférieur ou égal a n et a coefficients constants.

A(x)=P,(x)cos fx—Q, (x)sin fx+cte et B(x)=P,(x)sin fx+Q, (x)cos fx +cte

primitive de f (x)=x’cos’ x

x)= J- 2 cos® ¢t dt
Xo

. 3

it —it 1 ) ) 1

cos’t=| £ F€ (e3” +e7 +3(e” +e )) = —cos3t+§cost
2 8 4 4

donc F(x j 2 cos3tdt+= J. £ costdt—4 (x )+%H(x)

* on calcule G(x) par identification : G(x) = (azx2 +bx+ c) cos3x + (a’x2 +ex+ f) sin3x + cte

la fonction ¢ cos3¢ est paire donc on cherche une primitive impaire =>a=c=e=0
G(x)=bxcos3x+ (a’x2 +f)sin3x+cte

G'(x) =bcos3x—3bxsin3x +2dxsin3x+3(dx’ + f)cos3x = (b+3dx” +3 f ) cos 3x+(2dx — 3bx)sin 3x

or G'(x)zxzcos3x:>b=z etd =1 etfz—i
9 3 27

donc G(x)= %xcos3x+(%x2 —2—27jsin3x+ cte

* on calcule H (x) en intégrant successivement par partie : H I £’ costdt

u=t"=du=2tdt

on pose )
dv=costdt = v=sint

x)=[sint ]| -2 tsintdr

{dv=sintdt:v=—cost

H(x)= [tzsmt] —2([ tcost] +I costdt)
[tzsmt:l +2[tcost| —2[sine]
=(x* —2)sinx+2xcosx +cte

1 (x> 2. 3 . 3
donc F(x):Excos3x+z[%—ﬁ}sm3x+z(x2 —2)s1nx+5xcosx+cte

ax+ [

Vax* +bx+c

h) Primitive de



e sile coefficient de x* est négatif et le discriminant A = 5*
AX+B

NC? =X?
At+B x =2t
-4 dt+B
.[ ’CZ Xy 2 IC2 _ j IC2

On pose t=Cu:>dt=Cdu

At+B [WT +BJ-

Joje=r= ey

=—4 [\/CZ -1 T + B[arcsin u]m

Xola
Xo 0

X
=—-A Cz—x2+BarcsmE+cte

8x-3
\/12x—4x2—5

x 8r-3 8t—
x)=| ——dt =

'[*0\/12t—4t2—5 ,/ (2t-3) +4

onpose 2t—3=u= 2dt=du

F() j2x3 4u+9 du— 2x-3 du+ J-2x3

2xy-3 2 [ 2xy-3 ' 2xy-3 ’4 u

on pose u=2v:>du=2dv

= 2x-3
F(x)= 2[ } J2 w2y, :—2[\/4—u2} +9[arcs1nv] 2
2x0-3

329 ] 2 -3 2 )2

= —244—(2)(—3)2 +%arcsin 2x -

Ex: primitivede f(x)=

3 +cte = -2\12x—4x* -5 +%arcsin 2)C_3+cte

. . 2 .. o . Ax+ B
e sile coefficient de x° est positif, on se raméne a une expression de la forme :

‘ Vi +C

At+ B
et oy - By ot

= A[\/tz +C]x +B|:ln‘t+\/t2 +C

X0

= AVx® +C+B’1n‘x+\/)c2 +C‘+cte

i) Primitives des fractions rationnelles

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples.

e Partie polaire relative a un pdle réel et dénominateur de degré 1

t—dt—A[ln| } —Aln|x a|+cte
o Partie polaire relative a un pdle réel et dénominateur de degré supérieur a 1
I-a ¥
—dt—.[ A(t—a)“dt=4 (t=a) = A —+cte
o (t—a)” I—a | (1-a)(x-a)

—4ac positif, on se raméne a une expression de la forme :

e Partie polaire relative a un pdle complexe et dénominateur de degré 1 : avant d’intégrer on regroupe les termes

A A . x L
I —dt et J- —dt ou A4 eta sontles complexes conjugués de 4 et a.
Xo f — Xo f —

A : yt+6 )
—dt+ - dt = = dt avec v, O, A et u rééls.
Yt—a Nt—a I [t a t—a ] L '[ Y "

W 2+ At +



On fait apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur.

x£(2t+ﬂ)+£‘

J‘x }/t+5

[r2 _r 2t+ A x dt
ot + A+ U _Lo t2+ﬂt+u J di+ I

w it + A+ i o>+ A+ U

:g[1n|t2 +/1t+ﬂI +é Jﬁ

Onpose t* +At+u = (t - p)2 +¢° et on effectue le changement de variable ¢ — p = qu = dt = g du

. -P
L‘ 7o dt:g[ln ’ ] +£.[¥opq (qiu ]

x x dt
tz +ﬂt+//l j|xu +€J‘xu (t—p)2 +q2 |:111 u? +1

X E P
]7 +—[arctanu]
X0 q

p +cte

:g[1n|t2 + A+ u

8 u—
= Z1n|x2 +ﬂx+,u| +Larctan ™
2 q q

e Partie polaire relative a un pdle complexe et dénominateur de degré supérieur a 1: on regroupe les intégrales

* *

r 4 —dt = A — +cte et r 4 —dt = A —+cte ou A et a” sont les complexes
©(t—a) (I-a)(x—a) ‘°(t—a*) (l—a)(x— ’
conjugués de 4 et a.
Y A 1 A(x—a* ){H +A4° (x—a)a_l 1 A(x—a* )CH +4 ()c—a)m_l
+ = =

(=) (x=a)" (1ma)(x-a )" =@ [(v-a)(x-a)]" 17 (¥ -(ara)xraq’)

X
X +xt+x+1
A B B A  ax+p

f(x)= X . = +—t—= +— ol A, a et [ sont des réels a déterminer. Par
(x+1)(x +1) x+1 x—i x+i x+1 x*+1

Ex: primitive de f(x)=

1 + x+1
2(x+1) 2()62 +1)

identification on trouve A = —%, a=p =% donc f(x)=-
1 1, |
F(x)=——ln|x+1|+—ln<x +1)+—arctanx+cte
2 4 2

j) Primitives d'une fraction rationnelle en sin x et cos x

On se rameéne a l'intégration d'une fraction rationnelle d'une variable en effectuant un changement de variable. Soit

_ 2
et cost=1—u du =%(l+tan2 éjdt et dt = 2du2

2 l+u?’

t .
u= tanE alors sint =

+u +u

IV. Les équations différentielles

Les équations différentielles remontent a l'invention du calcul différentiel et intégral, faite indépendamment par le
britannique Newton et l'allemand Leibniz dans les années 1670-1680. Au début, ces équations servaient a résoudre des
problémes géométriques, comme la détermination d'une courbe dont les tangentes sont soumises a une condition donnée.
C'est seulement vers 1730 que le mathématicien suisse Euler a commencé a les utiliser pour traiter des problémes de
dynamique. Aujourd'hui, elles apparaissent dans presque tous les domaines de la science et de la technique :
mathématiques, physique, chimie, biologie, etc.

IV.1. Définition

e Soit F une fonction de n+2 variables réelles. On appelle équation différentielle d'ordre ne N' la relation
F (x, vy iy, y(")) =0 ouy désigne une fonction de x, réelle (exceptionnellement complexe), et n fois dérivable.

A A y(") sont les dérivées successives de y.

e Soit I un intervalle sur R et f une fonction définie sur I, on appelle solution ou intégrale d'une équation
différentielle toute fonction f(x) telle que : Vxe I, F (x, F(x). /' (x),.... f (n) (x)):O. Intégrer une équation

10



différentielle, c'est donc en déterminer toutes les solutions en précisant pour chacune d'entre elles l'intervalle sur
lequel elle est définie.
e On appelle courbe intégrale d'une équation différentielle la représentation graphique d'une solution.

IV.2. Equation différentielle linéaire du premier ordre : y'+a(x)y =g(x)

a(x) et g(x) sont deux fonctions continues sur I’intervalle 1. L'équation différentielle est dite :

* homogeéne si g(x) =0
* a coefficients constants si a(x) = a

Soit @ = espace vectoriel des fonctions définies continues sur I
Soit @' = sous-espace vectoriel constitué des fonctions dérivables sur |

o' D

F est telle que {
y—y'tay

F est lin¢aire de @' dans @ car F(y, +y,)=F(»)+F(y,) et F(ay)=aF(y). Résoudre I'quation différentielle
y’+a(x) y= g(x) revient a déterminer l'image réciproque de g par F. Supposons qu’on connaisse une solution
particuliere y, de y'+a(x)y=g(x) : F(y,)=g. Alors F(y)=g& F(y)=F(y,) < F(y—,)=0. Donc pour
que yy soit solution de y'+a(x)y=g(x), il faut et il suffit que y—y, soit solution de y'+a(x)y=0. On obtient

toutes les solutions avec second membre en ajoutant a une solution particuliére de cette équation toutes les solutions de
l'équation homogéne associée.

| solution générale = solution générale de I'équation homogéne + solution particuliére |

o Intégration de I'équation homogéne : y'+a(x)y =0

On admet qu'en dehors de la fonction nulle, il n'existe pas de solutions comprenant la valeur 0 en un point de
I’intervalle 1.

y’+a(x)y=Ozgz—a(x)yzd—jz—a(x)dx

Soit A(x) une primitive de a(x) sur I

y'+a(x)y=0&In|y|=—A(x)+cte & |y = e xcte s y=1e" = Ay, (x)

Les solutions de I'équation homogéne forment un espace vectoriel de dimension 1.
o Recherche d'une solution particuliére de 1'équation différentielle

* parfois on devine.

#si y'+a(x)y=a,g (x)+a,g,(x)+-+a,g,(x), on cherche une solution particuliére de y'+a(x)y =a,g, (x)

pouri=1,2,...,n. Alors ¢y, +a,y, +---+,y, estsolution particuliere de 1'équation.

* si 1'équation est a coefficients constants et g(x) =P (x), on cherche une solution particuliére sous forme de

polynome de degré n sia# 0 et de degré n+1 sia=0.

# si I'équation est a coefficients constants et g(x)=e™P,(x), on pose y=e™z ou z est une fonction de x.
y=e"z=> y'=e* (z '+ 0{2) et donc en remplagant dans 1’équation différentielle on obtient :

ax

y+ay=e"P,(x) & e (2 az)+e™az =" P, (x) & ¢ (z'+(a+a)z) =P, (x) & z'+(a+a)z= P,(x)

On est ramené au cas précédent.

* cas général : on utilise la méthode de variation de la constante. On a trouvé y,(x) la solution de l'équation
homogéne non nulle. On cherche une solution particuliére de I'équation différentielle sous forme y = ﬂ(x) Vo (x) ou

A (x) est une nouvelle fonction inconnue.
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Une solution particuliére de I'équation différentielle est donc : y = A(x)y, (x)

Ex: résoudre y'+2y=x+xcosx
équation homogéne : y'+2y=0=y=Ae™"
#*soit By y+2y=x

1 1
onpose y=ax+bh= y'=a donc y’+2y=x(:)a+2(ax+b)=x(:>a=5 etb=—Z
alors —lx—l

YTy
#*s0it Ey 1 y+ 2y =xcosx

soit e” = cosx+isinx

E, est la partie réelle de I'équation différentielle y'+2y = xe”

onpose y=e"z= y'=e" (z'+iz)

donc y'+2y=xe" @€' (z+iz)+2e" z=xe" & z+(i+2)z=

onpose z=ax+b=>z'=a
a(i+2)=1 a=5

donc z’+(i+2)z=x(:)a+(i+2)(ax+b)=x(:) ( ) S 2+i
a+b(i+2)=0 po__ !

3+4i
; 1 . 1 +isi
alors y=¢€" = - =(cosx+isinx) r - Lo8X lsmx(le—3+i(4—5x))
2+i 3+4i 2+i 3+4i 25
donc la solution est R(y) = cossx (10x-3)+ s12n5x (5x—4)
. 1 i
* la solution générale est y = Ae™>" +§—Z+w(10x—3) + 512nsx (5x-4)

Ex: résoudre (x—1)y'+(x-2)y= x(x—l)2
. . . -2
en supposant X # 1, on transforme cette équation différentielle en y '+ x_l y= x(x - 1)
x

dy x—2dx:>dy {

. . . o x=2
équation homogeéne : y'+——y=0=>—=—
x—1 y x-1 y

donc la solution générale de 1’équation homogene est : y = /1(x - l)e’”

méthode de variation de la constante : y = A(x)(x—1)e™ = y'=A"(x)(x-1)e " + A(x)(2-x)e

1+—de:> ln|y| —x+ln|x 1|+cte
x

donc y'+x—_i‘y=x(x—l)@ﬂ'(x)(x—l)e"‘ =x(x-1)& A'(x)=xe" & A(x)=(x—1)e" en posant cte=0
e

une solution particuliére de I'équation est donc y = (x— 1)2

une solution générale de I'équation différentielle est donc : y = A(x—1)e™ +(x— 1)2

IV.3. Equation différentielle linéaire du second ordre : y"+a(x)y'+b(x)y =g(x)

a(x), b(x) et g(x) sont trois fonctions définies continues sur un intervalle I. L'équation différentielle est dite :
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* homogeéne si g(x) =0
* A coefficients constants si a(x) =a et b(x) =b

Soit @ = espace vectoriel des fonctions définies continues sur I

Soit @" = sous-espace vectoriel constitu¢ des fonctions deux fois dérivables sur I
P"> O

F est telle que
y— y"+ay'+by

F est linéaire de ®" dans ® car F(y,+y,)=F(y)+F(y,) et F(ay)=aF(y). Résoudre I'¢quation différenticlle

y’+a(x) y'+b(x) y= g(x) revient a déterminer 1'image réciproque de g par F. On obtient toutes les solutions avec

second membre en ajoutant a une solution particuliére de cette équation toutes les solutions de 1'équation homogene
associée.

| solution générale = solution générale de 1'équation homogeéne + solution particuliere |

a) Equation différentielle a coefficients constants et sans second membre : y"+ay'+by =0

o Intégration de I'équation homogéne : y"+ay'+by=0
L'ensemble des solutions constitue un sous-espace vectoriel : montrons que sa dimension est 2, c'est-a-dire que si y;
et y, sont deux solutions particuliéres linéairement indépendantes de 1’équation homogéne, la solution générale est de
la forme : y=Ay, +4,, .y, et y, étant linéairement indépendantes, le rapport y,/y, n'est pas constant. Effectuons

alors un changement de fonction inconnue en prenant comme fonction inconnue z telle que :
yEyz=y'Epztynz' =yt =y 242y 2 2t
Donc si y est solution de 1’équation homogene, alors z est solution de 1'équation différentielle
=y "z+2y, ’z’+ylz"+a(y1 'z+ylz') +byz=0
= ylz"+(2yl +ay, )z'—i—(yl "+ay, '+ by, )z =0

N/

=0

= yz"+(2y, +ay,)z'=0
On fait un changement de fonction inconnue en posant Z =z'. Dire que z est solution de cette équation homogene
équivaut & dire que Z est solution de y,Z'+ (2 v +tay, )Z =0. Il s'agit d'une équation différentielle linéaire du

premier ordre homogéne. Une solution particuliére de ylz"+(2 v+ ayl)z’ =0 est z,=y,/y , donc une solution
particuliere de cette équation homogene est Z, = ( »/n )' . Comme le rapport y,/y, n'est pas constant, sa dérivée

n'est pas la fonction nulle. Donc la solution générale est Z = AZ, = A(y,/y,)" avec A€ R.

=z'=A(n/3)=>z=A(y,/n)+u=y=Ay, +uy, avec ue R.

¢ Recherche de deux solutions particuliéres linéairement indépendantes de 1'équation homogéne [1]
2 rx

On cherche une solution particuliére de la forme y =e¢™ = y'=re™ = y"=r"€"

X

e™ est solution de 1'équation homogene si et seulement si e™ (rz +ar +b) =0 soit encore > +ar+b=0.1l s'agit de

I'équation caractéristique associée a I'équation différentielle.

#si A =a’—4b>0 = deux racines réelles r; et r,

—i)x

y =€ et y, =€"" sont deux solutions particuliéres de I'équation homogeéne et y,/y, = e n'est pas constant.

Donc une solution générale est :
y= Al +de

#si A =a*—-4b<0 = deux racines complexes conjuguées . =a+iff et r, = —i
p jugu i 2

y, = = T = (cos fx+isin fx) et y,=e"* = T = o (cos fx—isin fx) sont deux solutions
P y : . : It N e .
particulieres de 1'équation homogene. Soit y, —T—e cosfx et y, —T—e sin fx deux solutions

i
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particulieres réelles de cette méme équation, telles que y,/y; =tan fx n'est pas constant. Donc une solution
générale est :

y =e™ (4 cos Bx+ A, sin fx)

*si A=a’—4b=0 = une racine double réelles r
v, =€ est une solution particuliére de l'équation homogéne. Montrons que y, =xe™ est une autre solution

particuliere : y, =xe™ = y,'=e" (x+1)= y,"=¢€" (r2x+2r).

Alors y,"+tay,+by, =¢€" (r2x+2r)+ae"" (rx+1)+bxe™ =€ (rz +ar+b)x+ 2r+a|=0
T =0

De plus y,/y, = x n'est pas constant. Donc une solution générale est :

y=e"(Ax+4)

remarque : on peut aussi parler d'équation caractéristique pour une équation du premier ordre. Considérons I'équation

différentielle y'+ay =0 qui a pour équation caractéristique »+a =0 dont la solution est » =—a . Alors

X —ax

y, =€ =e“ estune solution particuliére et la solution générale est de la forme y = Ae™

b) Equation différentielle a coefficients constants avec second membre de la forme 4e¢” + B

A, B, arsont des nombres réels ou complexes. Le probléme est de trouver une solution particuliére. On peut considérer

que le second membre est une somme de fonctions : y"+ay'+by = g(x)+h(x), avec g(x)=Ae™ et h(x)=B.On

pourrait vérifier que si y; et y, sont respectivement des solutions particuliéres de I'équation avec comme second membre
2(x) et h(x), alors y; + y;, est solution particuliére de I'équation générale.

Le second membre est une constante : y"+ay'+by =B

Une solution particuliére est la fonction constante y = B/b

Le second membre est une exponentielle : y"+ay'+by = 4e™

* o n'est pas racine de 1'équation caractéristique : il existe une solution particuliére de la forme,
y=Ae" = y'= Adae™ = y"=Aa’e™
A

Donc ﬂea"(az +a0{+b) = 4™ :>/1(a2 +aa+b):A:>/1 =
a - +aa+b

Ce résultat est valable pour une équation du premier ordre.

* (1 est une racine simple de I'équation caractéristique : il existe une solution particuliere de la forme,
y=Axe™ = y'=A(ax+1)e™ = y"= /1(0!2x+ 20!)e‘”‘

A

Donc ﬂem‘((a2x+2a)+a(ax+l)+bx)=Ae‘”‘:>ﬂ (0{2+aa+b)x+2a+a =A= A

- 20+ a
=0

Ce résultat est valable pour une équation du premier ordre.

* (1, est une racine double de I'équation caractéristique : il existe une solution particuliére de la forme,

2 _ax

y=Ax"e :>y'=ﬂ(0{x2+2x)e“x :>y”=/1(0!2x2 +40{x+2)e“’”
Donc ﬂe’“[((lzxz+40!x+2)+a(0!x2+2x)+bx2]=Ae(“:>/1 (0{2+a0(+b)x2+2(20{+a)x+2 =A:>/1=£
7 2

=0 =0
Ce résultat est valable pour une équation du premier ordre.
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Ex: résoudre y"-2y'+y=06¢"
équation caractéristique > —2r+1=0 ayant une racine double 1. Une solution générale de I'équation homoggéne
est de la forme y=¢* (&x+ﬂq) et une solution particuliére de 1'équation avec second membre est de la forme
y=Ax’e" = y'= /1()c2 +2x)e(“ = "= /1(x2 +4x+2)e‘“
y"-2y'+y=6e" =>A=3
donc la solution générale de 1'équation avec second membre est y =¢e" (3x2 + Ax+ 27)
¢) Equation différentielle a coefficients constants avec second membre de la forme o coskx + fsin kx
ikx + e*ilc\' e[/or _ ef[lc\'
Si y"+ay'+by =acoskx+ fsinkx on pose cos kx =T et sin kx =T :
i

ikx ~ikx ikx ~ikx
+ - ; ~ - ;
y'ay'+by =as 2e Ty R =(—§+—’6Je"‘”+[—j——’éje"‘” =a'e" +f'e™

2i 2i 2i

On se ramene a la situation précédente ou le second membre est une exponentielle.

Ex:

* si ik ne sont pas racines de 1'équation caractéristique, une solution particuliere est de la forme :
Ae™ + e = A(coskx +isinkx)+ u(coskx —isinkx) = (A +u)coshkx+i(A—pu)sinkx = A'cos kx + u'sin kx

* si *ik sont racines de 1'équation caractéristique, une solution particuliére est de la forme :
x(/le”“” + ﬂe"ik”) soit encore x(A'coskx + 4'sin kx).

résoudre 2y'+3y = cos’ 2x

équation caractéristique 2r+3 =0 ayant une racine réelle simple » =—-3/2. Une solution générale de I'équation

homogéne est de la forme y=Ade V>

. 1 1 1
. On peut écrire que cos’ 2x=§(1+cos4x)=5+§cos4x =
, 11
2y+3y=5+500s4x

. L 1
* seconde membre = — : solution particuliére y = A

— K\J"—‘

* seconde membre = ECOS 4x : solution particuli¢re de la forme y = Acos4x+ Bsin4x car * 4i n'est pas racine

de l'équation caractéristique.
y=Acos4x+ Bsin4dx = y'=—-4A4sin4x+4Bcos4x

VR
8B+34=—
2y'+3y:lcos4x:>2(—4Asin4x+4Bcos4x)+3(Acos4x+Bsin4x)=lcos4x:> 2= 146
2 2 3B-84=0 B—i
73

-3/2x

. L , . 1 3 4 .
donc la solution générale de 1'équation avec second membre est y = Ae +g+—cos 4x+%sm 4x avec

146
AeR.

résoudre y"-2y'+5y =10cosx
équation caractéristique 7> —2r+5=0 ayant deux racines complexes conjuguées r=1+2i. Une solution
générale de 1'équation homogene est de la forme y=¢" (ﬂ c0s2x + (sin Zx) et une solution particuliére de

I'équation avec second membre est de la forme y= Acosx+ Bsinx car * i n'est pas racine de I'équation

caractéristique.
y=Acosx+Bsinx = y'=—-A4sinx+Bcosx = y"=—-Acosx— Bsinx

y"-2y'+5y =10cosx = (—Acosx— Bsinx)—2(—Asinx+ Bcosx)+5(Acosx+ Bsinx) =10cosx

44-2B=10 A=2
= =
24+4B=0 B=-1
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donc la solution générale de 1'équation avec second membre est y =2cosx—sinx+e” (/1 cos2x+ usin 2x) avec
(A u)eR*.

Ex: résoudre y"+4y=sin2x+3cos2x

équation caractéristique 7° +4 =0 ayant deux racines complexes conjuguées r =+2i. Une solution générale de
1'équation homogeéne est de la forme y = Acos2x+ usin2x et une solution particuli¢re de 1'équation avec second

membre est de la forme y =x (A cos2x + Bsin 2x) car * i est racine de 1'équation caractéristique.

y=x(Acos2x+ Bsin2x)=> y'= Acos 2x + Bsin 2x + x (-2 Asin 2x + 2B cos 2x)
= y"=—-4A4sin2x+4Bcos2x—4Axcos2x —4Bxsin2x

. 1
y"+4y=sm2x+3cost:A=—Z etB=3

. s . . 1 3 . .
donc la solution générale de I'équation avec second membre est y = 2 xcos2x+ 7 xsin2x+ Acos2x+ usin2x

avec (A,u)e R’.

d) Equation différentielle 2 coefficients non constants : y"+a(x)y'+b(x)y=g(x)

Une méthode de résolution existe si 'on connait une solution particuliere de 1'équation homogene, soit y, (x) On pose
alors y = z(x)y0 (x) =>y'= z'(x)y0 (x)+z(x)y0 ’(x) =>y"= z"(x)y0 (x)+22'(x)y0 ’(x)+ z(x)y0 "(x)
y"+a(x)y’+b(x)y = g(x) o (z"y0 +2z"y, '+ zy, ")+a(z'y0 +2zy, ')+bzy0 =g
< z"y, +z'(2y0 ’+ay0)+z(y0 "+ ay, '+by0) =gez"y, +z’(2y0 '+ay0)= g
| S ——
=0

On pose z'=u et on se rameéne a une équation du premier ordre.
Ex: résoudre x’y"-xy'+y=x

équation homogéne : x*y"—xy'+y =0 dont une solution particuliére est y = x

onpose y=zx=>y'=z'x+z= y"=z"x+2z'

y'-xy+y=xex’ (z"x+ 22')—x(z'x+z)+zx= xe xz+xz'=1

' 2. ' 1 1
onpose z'=u=>xutxu=l=u+—u=—
X X
. . . ! u' A
équation homogene : u'+—u=0=>—=—-——=u=—
X u X X
, . LA A
méthode de variation de la constante : u'=—-—-
X X
1 1 A1
u'vt—u =—2(:)—=—2(:>ﬂ=ln|x|
X X X X
. o In x| .
donc une solution particuliére est u = —— et la solution générale est :
X

A ln|x| dz A ln|x|
N
X X dx x X

u= z=ﬂln|x|+%ln2|x|+,u:>y=/1xln|x|+§ln2|x|+ﬂx

IV.4. Equations différentielles non linéaires

Elles sont assez mal connues sur le plan mathématique d'ou l'utilisation de méthodes numériques pour les résoudre et la
simulation pour connaitre leur comportement.
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V. Les suites réelles

V.1. Définitions

On appelle suite sur R toute application de N sur R. On écrit v(n) =u, . u, peut étre donnée en fonction de n ou
étre définie par une relation de récurrence : u, = f (u,H) ouu, =f (un—l’un—Z) .

Une suite croissante ou décroissante au sens large ou strict est dite monotone. Pour étudier la monotonie d’une
suite, on étudie le signe de la différence u,,, —u, . S'il s'agit d'une suite & termes positifs, on compare le rapport
un+1/un a 1

La suite de terme général u, est dite majorée (ou minorée) si I'ensemble des réels u, admet un majorant (ou un
minorant). L'ensemble des réels u, admet une borne supérieure (ou inférieure) appelée borne supéricure (ou
inférieure) de la suite. Une suite majorée et minorée est dire bornée.

On dit que la suite de terme général u, est convergente et admet pour limite ¢/ (ou u, — ¢ quand n — +oo) si :
Vee R, INeNtelquen< N =

n'est pas convergente est dite divergente.

u, -/ | < & . Lorsqu'une suite est convergente, sa limite est unique. Une suite qui

V.2. Suite définie par une relation de récurrence d'ordre 1

On partde u, = f(u,_,) avec uy donné. Si la fonction fest continue, les limites possibles de cette suite sont les solutions

de I'équation ¢ = f (Z ) . Pour voir les propriétés de la suite, on peut construire la courbe d'équation y = f (x) : la limite

est

le point d'intersection entre la courbe et la bissectrice.

Ex: étude de la suite u, = \/2+u,_, avec u, >-2
on cherche les limites possibles : s'il en existe une notée ¢, elle sera solution de I'équation ¢ =2 +/
= (*=2+(=(=-10ou/=2.O0r lasuite est positive donc /=2

Ex: soit u, =(u,, —6)/(u,_,—4) avec uy donné et choisi de telle sorte que u, # 4

1) rechercher pour quelles valeurs o et 3 1a suite est constante (ot < )
a=2etf=3
2) en supposant que u, est différent de ¢ et 3, calculer v, = (un —a)/ (un -0 ) et montrer que v, est une

suite géométrique de raison 1/2 donc que v, = (5) v,

3) en déduire l'expression de u, en fonction de v, et n, et montrer que u, — 2 quand n — +oo

ol

Cas particulier : u, =au,  +b

La seule limite possible est / =al+b= ((1-a)=b

si a#1 alors {=b/(1-a)
= Aty +b} =u,—(=a(u,,—1)
l=al+b

=v,=av,, enposantv, =u, —/

=>v,=a"y,
on obtient une suite géométrique qui converge vers 0 si |a| <1, vers +eo si |a| >1, ou qui n'a pas de limite si a =—1
si a=1 alors u, =u, , +b

on obtient une suite arithmétique : u, =u, ,+b=u, ,+2b=u,+nb

n-1

V.3. Suite définie par une relation de récurrence linéaire d'ordre 2
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On part de u,,, =au,,, +bu, avec u, et u; donnés. Par récurrence, cette suite est enticrement déterminée. On définit

n+2 n+l

n+

Pl =art+br" =t —ar-b=0.

e sir;etr;sont deux racines distinctes, réelles ou complexes : u, = An" + ur,’

o sir;=r,=a/2 estune racine double : u, = Ar" +unr" =(A+un)r"

Ex : analyser la suite de Fibonacci u,,, =u,,, +u, avecuy=u; =1

13

HE
5

i

spirale de Fibonacci ou spirale
logarithmique

. 1++/5 1-+/5
on calcule les racines de > —r—1=0= n= T etr, = Tf
. 5++/5 5-+/5
u, est de la forme u, = A"+ ury . On détermine A =—"— et u= —I en posant cette formule pour u, et
n 1 2 10 10
n+l n+l
V5| (1445 1-+/5
u;. Donc u, = —|| —— B I
5 2 2

Ex : analyser lasuite v, , =2u,  —u, avecuy=2etu; =1

on calcule les racines de 7* —2r+1=0=>r=1
u, est de la forme u, = (ﬂ+ ,un)l” . On détermine A et U en posant cette expression pour u, et u; et on trouve

VI. Séries numériques et séries entiéres

VI1.1. Séries numériques

e Soit une suite réelle de terme général u,. On lui associe la suite S, définie par S, =u, +u, +...+u,. On appelle série
de terme général u, le couple formé par ces deux suites.

e FEtudier la série Zun , c'est chercher si S, a une limite finie ou non quand n — oo . Si §, tend vers une limite finie S
quand n — oo, on dit que la séric est convergente et a pour somme S. Si S, n’a pas de limite finie quand # — o, on
dit que la série est divergente. Il existe deux sortes de divergences: de premiére espéce si S, — oo quand
n — oo et de seconde espece si S, n’a pas de limite quand n — oo .

e Une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour que la série ZMH soit convergente est que u, — 0 quand
n — +oo . Siu, ne tend pas vers 0, la série est divergente ; si u, tend vers 0, on ne peut rien dire.

e On ne change pas la nature d'une série en supprimant un nombre aussi grand que l'on veut mais fini de termes au
début de la série.

e Soit Ae R, les séries Zun et Zﬂun sont de méme nature.

e Lasomme de deux séries convergentes est convergente ; la somme d’une série convergente et d’une série divergente
est divergente ; on ne peut rien dire sur la somme de deux séries divergentes.

e théoréme : pour qu'une série Zun a termes positifs soit convergente, il faut et il suffit que la suite

S, =u, +u, +...+u, soit majorée.

e théoréme : la série de Riemann Zun =— est convergente si & >1 et divergente si @ <1.
n

18



e régle de Cauchy : soit une série Zun a termes positifs. Si /u, tend vers une limite inférieure ou égale a 1 quand

n— oo alors la série est convergente ; si cette limite est supérieure a 1 et finie, ou infinie, alors la série est
divergente.

n+l

e régle de d’Alembert : soit une série Zun a termes positifs. Si tend vers une limite inférieure ou égale a 1

n
quand n — oo, alors la série est convergente ; si cette limite est supérieure a 1 et finie, ou infinie, alors la série est
divergente.

1
Ex: convergence de la série de terme général u, = ln(l +—j
n

u, = ln(n—ﬂj=ln(n+l)—lnn
n

soit S, =u; +u, +...4u, =In2-Inl+In3-In2+...+In(n+1)-Inn=In(n+1)-Inl1— +eo quand n — oo

donc la série est divergente

Ex: convergence de la série de terme général u, =

- n(n+1)
_ 111
" n(n+l) n n+l
soit S"=u1+u2+...+u"=l—l+l—l+...+l—L:1—L—>lquandn—)oo
2 2 n n+l n+1

donc la série est convergente et a pour somme 1.

Ex: nature de la suite qg, =1+%+%+...+l—lnn

n
1 1 1 1 .

quand n — +eo 14+ —4+—+...+——> 4o car Z—estdwergente L .,
2 3 n = forme indéterminée + oo —oco

quand n — +ee  Inn —> 4oo

or la suite a, est de méme nature que la série Zun de terme général u, =a,,, —a,

U, =y —a, = 1+l+l+...+l+L—1n(n+l) B IO U S
2 3 2 3

n n+l n
1 1 1 1 1
=——-In(n+1)+Inn= S iy p —In| 1+—
n+l n+l n n+l n
1 1 - .
or 1 et ln(1+—j ~— donc on cherche un développement limité a I’ordre 2 de ces deux expressions :
n+l n n) n
1 1] 1 1 1 1 1
— 4L ——[1——+—€(n)]————+—€(n)
n+l n 1| n non n n* n 1
I+= =u, ~——— quand n —> +eo
n 2n*
ln(1+ljzl—L+L€(n)
n) n 2n® n?

1 . - )
Z_z est convergente donc la suite a, est convergente et sa limite est notée £, constante d’Euler.
n

VI1.2. Séries entiéres

a) Définitions

e Une série entiére est une série de terme général u, (x)=a,x" avec x€ R ou C et a, une suite dans R ou C. Alors
S, (x)=uy+u, +u, +...4u, =a, +ax+a,x’ +...+a,x" estun polyndme de degré n.

e Cas particulier : S, (O) =u, donc au point 0 la série est toujours convergente.
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e Cas particulier oul le terme général est une suite géométrique : u, (x)=ax" =S, =a+ax+ ax’ +...+ax"

1_ n+l
S =a al

n

1%cas:x#1

1-x

si |x] <1, x™! —

a (. a
— 0 quand n — o et §, - —— la série est convergente de somme ——

1-x

si |x| >1,x"" — o0 quand n — o et S, — oo la série est divergente de premiére espéce

. 2a L . .
six=-1,x"" —1ou —1quand n — e et S, — 0 ou —— la série est divergente de seconde espéce

2™ cas:x=1

- X

S, — oo la série est divergente de premicre espéce

b) Développement en séries entiéres de fonctions de variable réelle

Une fonction f définie sur un intervalle I ouvert contenant 0 est développable en série entiére s'il existe une série

=

(a,,x") N telle que cette série converge Vxe ]—R,R[ et ait pour somme f (x) = Zanx" .
ne

n=0

Si f est développable en série entiére, alors IR > 0 tel que f est indéfiniment dérivable sur ]—R,R[ .

(n) 0
e Sifest indéfiniment dérivable sur ]—R,R[ et si f'est développable en série entiere, alors a, = / '( )
n!
f(") (0)
e Si f est indéfiniment dérivable en 0, alors la série entiére ' x" s'appelle la série de Taylor de f :
n!
neN
7= FOE 705770t S 02 0 3, 4)
1! 2! ol (n+1)! !
R,(x)

Pour qu'une fonction dérivable sur un intervalle ouvert

contenant 0 soit développable en série entiére, il faut et il

suffit que le reste d'ordre n de la formule de Taylor-Lagrange appliquée a f sur [O, x] tende vers 0 quand n — e

L=1+x+x2+...+x”+...pour x| <1 =l-x+x"—...+(-1)" x"+... pour x| <1
1-x I+x
2 3 n+l 2 3 n+l
1n(1+x)=x—x7+x?—...+(—l)" i+1 +... pour |x| <1 1n(1—x)=—x———x?— —;H—... pour |x| <1
! =1—x2+x4—...+(—l)nx2"+... pour |x|<1 arctanx—x——3+£— +(_1)" x? + our |x|<1
l+x2 3 5 e 2n+1 ---p
35 2+ 2 4 2n
sinx=x—x—+x——...+(—l)"—+... pour R = oo cosx=1——+x——...+(—1)" ... pourR=co
31 s (2n+1)! 21 4 (2n)!
2 n 2 n
=1+ + 4 +X 4 pourR=oo e_x=1—£+x——...+(—1)nx—+...pourRzoo
1 2! n! 1 2! n!
X X 2 2n —-X_ X 3 2n+1
coshx = re —1+x—+...+—+...p0urR=oo sinhx = < =x+x—+...+—+...pourR=<>o
2 2! (2n)! 2 3! (2n+1)!
Ex : développer en série entiére f (x)zﬁ
- PP X +3x7 +3x+1
3
en remarquant que f (x)= al +23 = B ¢ 5 + on détermine 4, B, C et D par identification.
(x+1) x+l (x+1)° (x+1)
3 3 1
A=1,B=-3,C=3etD=1= f(x)=l-——4—> 4~
x+1 (x+1) (x+1)

On développe les fractions rationnelles en séries entieres :
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1

I+x
En dérivant cette expression on obtient :

=l-x+x>—x +...+(-1)" x”+(—1)”+l x”“+(—l)”+2 x4

=14+ 2x =3 4.+ (1) (4 1) x4 (<) (n42) "+

2

(1+x)
Idem pour cette expression :

22 Gt (1) (k1) (e 2) 2"
(1+x)

donc f(x)=2—-6x+...+(-1)" {—3+3(n+1)+W}x"+...

2 = 2
=2—6x+...+(-1)’ (L;”jxn+m:2+z(_l)n£n +Zn+2]xn

VII. Les séries de Fourier

VII.1. Définitions

Il est parfois nécessaire de savoir développer une fonction en série trigonométrique, par exemple pour résoudre un
probléme aux limites (voir I'équation de la chaleur plus loin).

e une fonction f est dite périodique, de période P, si pour tout x, f(x+P)= f(x), ou P est une constante positive.

La plus petite valeur de P >0 est la période de /. Les multiples de la période sont eux-mémes des périodes. Enfin, si
fet g sont deux fonctions de période P, toute combinaison linéaire de ces fonctions est une fonction périodique de
période P.

e une fonction fest dite paire si f(—x)= f(x) etimpairesi f(-x)=—/(x).

VII.2. Les séries de Fourier

Soit f une fonction définie sur intervalle [-L,L] et déterminée & I’extérieur de cet intervalle par f(x+2L)= f(x),
c’est-a-dire que f (x) présente une période 2 L. La série de Fourier ou le développement de Fourier qui correspond

a f(x) est défini par :

oo

a—20+ Z(an cos%er" sinﬂ;j - f(x)

n=1

1 1 .
oua,= Z-[—LL f(x) cosmLz—xdx et b, = ZI—LL f(x) sm%dx sont les coefficients de Fourier. On pose :

=

f(x)= A+Z{an cosme+bn sin%}

n=l1

a) Détermination de a,

o - mrx
Pour déterminer @, on multiplie f (x) par cos

puis on intégre de —L a L.

dx+z J cos@cosmﬂxd)ﬁb_[ sm—co m—”xalx
L L

I f(x)cos Yy = AJ cos !

L
%o [F mrux L | . mnx L . .
soit j cos dx =——|sin =——(sinmz +sinmz)=0
-L L mi L |, mr
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sim#n
L maxX ~ NIX L . (m—n)ﬂx - L ) (m+n)7zx t
J- cos cos dx = sin + sin
-L L L 2(m—n)rx L . 2(m+n)z L .
= 2(”:”)”(sin(m—n)ﬂ+sin(m—n)7z)+m(sin(m+n)7z+sin(m+n)7z)
=0
sim=n
L
jL cosmﬁxcos@dx=r coz—mﬂx =—j ( 2mﬂxjdx=l[xL +—L [sinzmﬂx} =L
L L L L 2 L Amgm L |,

* s0it jL sin 22 cos X gy =l‘[L (sin (n=m)zx +sin(n+m)ﬁx]dx
-L L L 24-L L L

si
Im#n , .
L . nax __ max L (n—m)7x L (n+m)mx
j sin cos dx=— cos - cos
L L 2(n—-m)m L . 2(ntm)m L -
=—m(cos(n—m)ﬂ—cos(n—m)ﬂ)—Z(min)”(cos(n+m)7z—cos(n+m)7r)
=0
sim=n
L nIx mﬂx . 2m7zx L [ 2m72'xT
j sin——cos =—J =— cos =0
L L 4mrm L 1,
n<m L m”x
Or ZX ZX +X,, +ZX doncj f(x)cos Xy = a,L=a, ——J._Lf(x)cos dx

n=1 n=1 n>m

b) Détermination de b,

Pour déterminer b, on multiplie f (x) par sin puis on intégre de —L a L.

L . MTX L
j_L f(x)sin dx = AJ._L sin

L nrx . MIX nIx . MIX
dx+2( J. cos—sm dx+b, J sstm—dxj

On montre de méme que J._LL f(x)sin mrx dx=b,L=0b, = %J._LL f(x)sin mrx dx

¢) Détermination de 4

Pour déterminer g, on applique la définition de a, au rang zéro

a0=%jLLf(x)dx_—(Aj dx+2( o cos—dx+b_[ sm—de 24

On trouve donc 4 =aq,/2

d) Remarques
e puisque f (x) est de période 2L, les coefficients a, et b, peuvent également étre définis par les expressions

1 pet2L nirx 1 pe+2L niwx
a =— x)cos——dx et b =— x)sin——dx pourn=20,1,2,...
= fcos= = fsin=—dv p
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ou ¢ est un nombre entier quelconque. Dans le cas particulier ot ¢ =—L , on retrouve les expressions précédentes.

le terme constant a,/2 est la moyenne de f (x) sur une période.

si L =m, les coefficients a, et b, ont des expressions particulierement simples.

: : nx . 2
si fest paire, alors f (x)cosT est paire et f (x)smT est impaire :

2 (L nTX nTX
a, =zj0 f(x)cosde etb, =0=a,+ a, cos——

. o niTx o . NTX .
si f'est impaire, alors f (x)cosT est impaire et f (x)smT est paire :

a

un développement en cosinus est un développement de Fourier ou seuls sont présents les termes en cosinus ;

n

= =—j f(x sdex:>aO+Zb smﬂLx

de

méme un développement en sinus est un développement de Fourier ou seuls sont présents les termes en sinus.
Quand on veut obtenir ce type de développement, on définit généralement f dans l'intervalle [0,L] qui représente la

moitié de l'intervalle [—L, L] et on fait une extension sur l'autre moiti¢ de l'intervalle [-L,0] de fagon a ce que f soit

parfaitement définie

développement en sinus).

Ex:

f(x)=-1si —7<x<0

développer la fonction 1 f (x) =1lsi0<x<7m en série de Fourier
f(x+27)=f(x)

période 2L=27=L=7x

a, =0 et a, =0 car la fonction est impaire

b, =£j”f(x)sinnxdx =£j”f(x)sinnxdx =£I”sinnxdx = —i[cosnx]z =i(1—cos nr)
70 70 770 ni nw

la série de Fourier correspondante est :

. 2.1 4 4
—+Z (a,cosnx+b,sinnx)==> —(I1—cosnz)sinx =—sin x+—sin3x+...
n=1 Tw=an T 37[

f(x)=0si =5<x<0
développer la fonction 1 f (x) =3s10<x<5 ensérie de Fourier

f(x+10) = f(x)
période 2L =10= L =5

=—j dxz—j dx=3

5
=—f_ f(x)cos—dxz—j (O)cos ™+~ f0(3)cos—dx— fcosﬂdx— 3 [smﬂ} =0
5 niw 5 o

1.5 . NJx 10 . NJx 1.5 . N 3.5, nm
b, =— x)sin —dx =— 0)sin—dx +— | (3) sin—dx == | sin—dx
n 5L5f( ) p 51_5( ) 5 SIO( ) s SJO 5
3 [ nﬂxT 3(1—cosn7z)
=——1/]cos—| =———*
nw 0 ni
la série de Fourier correspondante est :
a—°+2(an cos—nﬂx +b, sin—nﬂxj =§+23(l—cosn7r) sin nrx =i+£sinﬂ+£sin—3ﬂx +...
5 5 s nrw 5 2 5 =z 5

n=l1

développer la fonction f (x) =xsi 0<x <2 1) en une série de sinus 2) en une série de cosinus

1) on fait une extension impaire de f sur l'intervalle [-2,2]. Dans ces conditions, 2L =4 = L =2

2 L . NI 2 2 . NI 2 . onm
a,=0,a,=0c¢th, =ZI0 f(x)sdex _Ejo f(x)sdex —L xsdex

23
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VIL3.

Az

u=x=>du=1

on intégre par partie en posant nmx 2 nirx
dv=sin— = v=——cos——
2 ni 2
-2 nmx]” 2 (2 nme -2 nx ] 4 [ nm]? -4
b, =—|xcos— | +— cos—dx— xcos—— | +—5—|sin—| =—cosnz
nri 0 N7 2 ni 2 1, nrxm 2 |, nx

la série de Fourier correspondante est :

—+Z cos—+b i @ Z:—cosnlzsmmzi sin@—lsinﬂx+lsin3”—x—...
2 T 2 T 2 2 3 2

n=1 1

2) on fait une extension paire de f'sur l'intervalle [-2,2]. Dans ces conditions, 2L =4 = L =2

2L mzx nx 2 nix
a, _Z-[O f(x)cos—— ——I f(x osde —J.O xcosde eth =0
u=x=du=1
on intégre par partie en posant nix 2 nix
dv=cos—— = v=—sin—
2 nrw 2
2 x| 2 2. nmx 2 _nzx | 4 nax | 4
a, =—| xsin—— ——I sin——dx = ——| xsin +——| cos =——(cosnz—1)
ni 2 |, nmd0 2 nri 2 |, nrm 2 |, nrm
2 2 ’
L
J=2 ]l )= ], xdx_Ho »

la série de Fourier correspondante est :

nix 4 &1 nx 8 x 1 3zx
—+ cos—+b sin— |=14+— ) —(cosnz—1)cos—— =1——| cos—+—cos——+...
Z( 2 ] a Z]: 7 ) 2 7’ ( 29 2 j
3) Les deux séries représentent f° (x) dans l'intervalle 0 < x <2 et la deuxiéme converge plus rapidement.

(x)=x’si0<x<27

développer la fonction {f en série de Fourier

fx+27)= 1 (x)

Ler , 13T sz
aoz—j Xdx=—|—| =
7T o0 3], 3

a, et b, sont calculés en posant leurs expressions respectives et en intégrant deux fois par partie.

:_I S(xX)e OS—a’x——J.:”xzcosmcalx:i2

n
1 p2n , . —4r
= —j f(x)si n—dx ——j x* sin nx dx = ——
7T 70 n
2 o
- . 4 4r .
la série de Fourier correspondante est +> (—2 COS nx ———sin nxj
“\n n

Propagation de la chaleur

a) Cas général

Considérons un solide dont la température est T’ (x, y,z,t) en un point de

flux de chaleur

c—=""" G coordonnées (x,y,z) a linstant 7. Soit AV =AxAyAz un élément de

est la plus élevée au plan dont la température est la plus faible.

Ay

température AT et inversement proportionnelle a la distance Ax :

AX E
24

volume de ce solide, délimité par deux plans paralléles ABCD et EFGH
H situés a une distance Ax l'un de l'autre, de températures respectives 7 et
T +AT . Dans ces conditions, la chaleur passe du plan dont la température

B F La quantité de chaleur par unité de surface et de temps, appelée flux de
chaleur (W m™), est directement proportionnelle a la différence de



G=xAT
Ax
avec K la conductibilité thermique du matériau (W m™' K™'). En faisant tendre AT et Ax vers zéro, on obtient

l'expression du flux de chaleur : G =K a—T .

X
La quantité de chaleur entrant par la face EFGH pendant l'intervalle de temps Af est: Q_,, =K E;—T AyAzAt
X X+Ax
La quantité de chaleur sortant par la face ABCD pendant l'intervalle de temps At est: Q. =K E;—T AyAzAt
x X

La quantité de chaleur se propageant dans la direction Ox et restant dans I'élément de volume AV est donnée par la

différence : O, =0,., ~0, = K[a—T _or ]AyAzAt
ax x+Ax X X

A L oT oT

De méme dans la direction Oyona: Q,, =0, ., —0, = K| — —— |AxAzAt
) ’ ay y+Ay ay y

A L oT oT

De méme dans la directionOzona: Q,. =0,,,. —0. =K = T3 AxAyAt
Z z+Az Z z

La quantité de chaleur totale gagnée par I'élément de volume est donc la somme des trois : O =0, +0,, +0,. . Elle sert

a élever la température du volume élémentaire de AT . Par ailleurs, nous savons que la quantité de chaleur nécessaire
pour élever de AT la température d'une masse m est Q =mo AT avec G la chaleur massique du matériau (J kg™’

K™"). En introduisant u = la masse volumique du matériau (kg m™) on obtient Q = uAxAyAzo AT . On

_n
AxAyAz
¢égale alors les deux expressions de la quantité totale de chaleur et on divise le tout par AxAyAzA¢ :

Ax\ ox L) Ayl oy ,) Az oz . At

Lorsque Ax, Ay, Az et At tendent vers zéro, cette équation devient :

ar

X+Ax ax

T

o7 B oT
dy

z+Az aZ

y+Ay

K
Tt te— 0—=-—=¢V*T avec c=—
ox*  dy* oz

X 0T 0T 9°T) ~ oT oT
ot ot uo

Le terme ¢ est appelé coefficient de diffusion (m”s™") : par exemple pour l'aluminium ¢ = 0.835 cm’ s™".

Remarque : dans le cas d'un courant stationnaire de chaleur, la température T est indépendante du temps ¢ donc
dT/dt =0 . Alors I'équation ci-dessus se réduit & I'équation de Laplace VT =0.

b) Cas d'une barre mince

Considérons les extrémités x =0 et x =L d'une barre mince se trouvant sur I'axe des x. Le coefficient de diffusion du
matériau est ¢. La surface latérale de la barres est isolée de fagon a ce qu'il n'y ait aucun échange de chaleur possible
avec le milieu extérieur. Le probléme est a une dimension puisque la température ne dépend que de la position x a un

temps ¢ quelconque. Par conséquent, elle peut étre exprimée par 7' (x,t) . L'équation de propagation de la chaleur est

alors :

aT(x,t) 82T(x,t)
=c pour 0 <x<Lett>0

ot ox?

On suppose que la température initiale est une fonction de la distance f(x) et que les extrémités sont maintenues
respectivement aux températures T, et T,. Ceci se traduit par 7(0,¢)=7;, T(L,t)=T, et T(x,0)= f(x). On pose
T(x,t)=F(x)G(t) ou F ne dépend que de x et G ne dépend que de 7. Par substitution dans I’équation différentielle il
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. N . 1G'(1) F"(x)
vient F(x)G'(¢t)=cF"(x)G(t) soit encore Zm— ()

membre est constant, et en donnant a cette constante la valeur &, on obtient :

{F"(x)—kF(x) =

si I’on sépare les variables. On peut montrer que chaque

[1] est une équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre a coefficients constants. Son équation
caractéristique est 7> —k =0.

e 1%cas: k =, I'équation caractéristique admet deux racines réelles » = +¢r . Une solution générale de [1] est
F(x)=Ae™ +Be™.

2°™ cas : k=0, la résolution de [1] est immédiate donc F(x)= Ax+B.

3°™ cas : k =—a?, I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées r = +ai . Une solution
générale de [1] est F(x)= Acosax+ Bsinax .

[2] est une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ordre a coefficients constants. Une solution générale de
[2] est G(t)=Ce" .

¢) Conditions aux limites

Pour évaluer les constantes A4, B et C, on suppose que G(t) #0 et on utilise les conditions aux limites 7 (O,t) =0 et

T(L,t)=0.

e 1%cas: k=a’ :T(x,t):(Ae’“ +Be’“”‘)><Ce"“ = (Ae“‘“+Be’“‘“)
{T(O,t)=0 3{A+B:O :{A=—B :>{A:O donc T(x t)=0 ce qui n'est pas possible.
T(L1)=0 |de™+Be™ =0 |A(e" —e)=0"" |B=0 ’

o 2°™cas: k=0=T(x,t)=(Ax+B)xCe =" (Ax+B)
T(0,/)=0
{T(L,t) 0

3™ cas: k=-a = T(x,t)=(Acosax+Bsinax)xCe" =e*" (Acosax+ Bsinax)

T(0,6)=0 (4=0 A4=0 A4=0 nz
= = al=nr = a=— pourtout ne Z
T(L,t)=0 L

=
AL+B=0 B=0

B=0 A=0 . .
= { { donc T(x,t) =0 ce qui n'est pas possible.

= =
AcosaL+ BsinaL=0 BsinaL =0 sinaL =0

n’m?

. 2 ¢ . nTX LN . s
donc une solution est T (x,t) =Be * smT pour tout ne Z . Le théoréme de superposition nous permet

o

}'I”/Z'2
o ¢t . ATX
d’écrire que T(x,t)=> B e * sin—~

n=1

nr.

La derniére condition, 7'(x,0) = f(x)=>_B, sin Lx , permet de calculer B, . Il suffit de développer f(x) en série de

n=l1
. . . . . T L 2L, . NITX .
Fourier en sinus. Si f (x) est une fonction impaire, périodique de période 2L, on a B, = ZL’ f (x) sdex . Sinon

on fait une extension impaire.

Ex: trouver T (x,t) la température en un point x et a un instant donné 7 d’une barre de longueur L = 80 cm.

Les conditions aux limites sont T(O,t) =0, T(L,t) =0 et T(x,()) =100sin (ﬂx/80)
T(x,t) estdelaforme: T(x,t)=> Be ! sinng—ox
n=l1

o
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f(x)=T(x,0)=100 sin 2 = >'B, sin’?—ox. Ceci revient a développer f(x) en série de Fourier. Ona:

n=l1

B =— “100sin X sin 7% gy = 22 [V sin P in T gy = -2 —cos x
8070 80 80 80 Jo 80 80 80 80

1cas: n#1

0

2 nx 200 ;%0 . nmx . X _IOOISO(COS(n—I)ﬂx (n+1)ﬁx]d

-1 +)zx ] in(n-1 in(n+1
B =100 1 Sin(n )ﬂx_ 1 Sin(n )7x 100 sin(n )ﬂ_sm(n )7 _
(n—l)ﬁ 80 (n+1)7r 80 . (n—l)ﬂ (n+1)7[
28 cas: n=1
80
B, =@ 8O[l—cosﬂjdx=@|:x—ﬂsinﬂ:| =100
80 Jo 40 80 V4 01,

donc T'(x,1) = 100xe sin%x

Ex: trouver T (x,t) la température en un point x et 2 un instant donné 7 d’une barre de longueur L = 80 cm.

Les conditions aux limites sont 7(0,¢)=0, T(L,t)=0 et T(x,0)=25

T(x,t) estdelaforme T'(x,t)=) Be * tsin%x

n
n=l1

f(x)=T(x,0)=25= iBn sin%x . Ceci revient a développer f(x) en série de Fourier. Ona :

n=l1

2 (s 50 Y50
B, =— 25sin 2% gy = 22| —cos 22X =—(1-cosnr)
800 80 80 |,z
= 50(1—cosnr —"z”jct i Ee,
donc T(x,t)=z¥e 80 sinﬂleo—0 e 8 sin£x+le 0 gin 2t
o 80 7z 80 80

d) Conditions aux limites : 7(0,¢)=7;, T(L,t)=T, et T(x,0)=T,

Pour résoudre ce probléme, on va supposer que T'(x,7)=R(x,t)+y (x) ot y/(x) sera une fonction a déterminer. En

terme de R(x,?), le probléme de valeurs aux limites devient :

8R(x,t) é’zR(x,t) .
P =c Py +ey (x)

avec R(0,1)+y(0)=T;, R(L,t)+w(L)=T, et R(x,0)+y(x)=T;. L’équation ci-dessus peut étre simplifiée en

L-T

choisissant y"(x)=0, y(0)=T,,et (L) =T,, d'ou nous tirons y(x) = x+T,. Le probléme devient alors :

07R(x,t) _ 072R(x,t)
ot ¢ 8x2

T, -T . .
avec R(0,1)=0, R(L,1)=0, R(x,0)=T;-T, - 2 7 L x . Comme précédemment la premiére expression donne :

. .\ T, -T
La derniére condition donne T; — 7, ——2—

x= ZB,, sinnLﬂz f(x) dou:

n=1
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L T, -T, .
B =2 T, T -2 =Ly |sin 2% gy
L L

n L 0
_2 L(T3—Tl)sinnﬁx—T2_Tlxsinnﬁxdx
LJo L L L
= 2(75 _Tl)jLsin nﬁxdx—z(Tz _Tl)J‘Lxsin X
L ) 0
S Ly ) O
nrw L J, I? nw L |, nmdo L
2T, - T, 2T, - T, L
:M(l—cosnﬂ)+u(lqcosn7z—i[sinm} J
nrw Lnr nri L |,
2(T; - T, 2(7, -T;
=M(l—cosnﬁ)+gcosnﬁ
nr nr
=—2(T2_T3)cosn7z+—2(T3_Tl)
nr nr

On obtient donc la solution finale :

T =
(x,t) e

- = (2(T, -T, 2(T,-T)) -~
BT g 3 2B g 2BA)) ey e
L o nw L

L-T

w(x)= x+1T, est la température a I’état stationnaire.
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