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Licence STEP L2 Module Physique pour |es géosciences $4
Mécanique des solides et des planétes

Examen écrit du 23 avril 2007 suivi du corrigé

Documents autorisés: néant, calculette : tolérée. Veillez a soigner larédaction. Durée : 4 heures
On prendral‘accélération de la gravité g égale a 10 m/s%.

n°l 1) Qu'appelle-t-on précession des équinoxes? Quelle est son origine physique? Faire
qualitativement une anal ogie avec |le mouvement de la toupie posée sur un point fixe.

(4 pt) 2) Dans lafigure ci-dessous, |e cercle bleu décrit |a position vers laguelle pointe |'axe de
rotation de la Terre au cours du temps. Dans quel sens est parcouru ce cercle? Quelle est
I'ouverture angulaire de ce cercle? Ou pointait I'axe de rotation de la Terre au moment de
la premiére civilisation dans lavallée du Nil (5000 ans avant JC)?

Cassiopée
Vega
+
Etoile
Petite Ourse Polaire
Grande Qurse

n°2 Considérons un disque homogéne de masse 10 kg et de diametre 1 m. Que est le
moment d'inertie de ce disque par rapport a un axe perpendiculaire a son plan passant par

(2 pt) un point du bord? Placons ce disgue verticalement et faisons le osciller autour d'un axe
horizontal perpendiculaire a son plan et passant par un point du bord. Quelle est la
fréquence des petites oscillations autour de la position d'équilibre?

n°3 1) Quelle est la matrice d'inertie par rapport a son centre d'inertie d'une plague de fer
fine, homogene, ayant la forme d'un carré de masse M et de c6té a?
(4 pt) 2) Plagons cette plague verticalement et

faisons-la osciller par rapport a un axe
perpendiculaire a son plan et passant par
un coin. Quelle est l1a période des petites
oscillations? Ajoutons a cette plaque un
aimant de masse m sur le coin oppose a
I'axe. La période des petites oscillations

est multipliée par un facteur 2/+/3.
Quélle est lamasse m de I'amant?
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n°4

(6 pt)

1) Redémontrer la troisieme loi
de Kepler dans le cas d'une
orbite circulaire.

2) En 1877, [l'astronome
américain Asaph Hall (1829-
1907) découvrait les deux
satellites de Mars, Phobos et
Deimos. Quelques données sur B
ces deux objets sont réunies 8
dans la table ci-dessous. §
Calculer lamasse de Mars et la @
comparer a la masse de la
Terre et alamassedelaLune.

Masse Diamétre Période de rotation Distance aMars
(10" kq) (km) autour de Mars (km)
Phobos 1.1 28x23x20 7h39min 9378
Deimos 0.2 1.263 jours terrestres 23459

3) Calculer les moments cinétiques de Phobos et Deimos par rapport au centre de Mars.
4) Assimilons Phobos a un ellipsoide
homogéne de masse M et de demi-
grands axes a, b, ¢ selon trois axes OX,
QY, OZ, respectivement, avec a>b>c.
Donner la valeur des trois composantes
diagonales 4, B, C de la matrice
d'inertie principale centrale de Phobos.
On utilisera le fait que le moment
dinertie C par rapport a l'axe OZ de
I'ellipsoide défini  précédemment est
égd a C=M2+b?)/5. On en
déduira les autres moments d'inertie par
permutation circulaire.

5) La mission Pathfinder a permis de déterminer
que la vitesse de précession de |'axe de rotation
de Mars vaut 757635 milli-seconde d'arc par
an. Cette valeur correspond a quelle période de
précession? La vitesse de précession d'une
planéte due a un objet de masse M, situé a une

distance r, Sécrit: ¢ =—%G—M°—a, coso ou 6 est

3
0 ®,

I'angle d'inclinaison du plan équatorial de |'axe
sur I'écliptique (25.19° pour Mars), wla vitesse
angulaire de rotation de la planéte sur elle-méme
et oy I'aplatissement défini par «, = (C—(4+B)/2)/C . Considérons d'abord que la
précession de |'axe de Mars est due uniquement au soleil. Déduire la vaeur de o; pour
Mars. La période sidérale de rotation de Mars est 24.62 heures et sa distance au soleil est
1.524 UA. Comparer alavaleur de o, pour laTerre. Quelle est 1a contribution de Phobos
alaprécession de I'axe de Mars par rapport a celle du soleil?

6) Considérons un pendule simple de période une seconde a la surface de la Terre.
Quelle est sa période a la surface de Mars? Le rayon moyen de la planéte Mars est de
3375 km. Quelle est sa période a la surface de Phobos?
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n°5

(2 pt)

Un patineur voit sa vitesse de rotation multipliée par
deux quand il raméne ses bras sur son corps. On
assimilera le patineur a un cylindre homogene
vertica et on considérera que chague bras
correspond a une masse de 2 kg située initialement a
quatre fois le rayon du cylindre du corps et que cette
distance est divisée par deux quand les bras sont
ramenés sur le corps. Quelle est la masse du
patineur?

n°6

(3 pY)

O

Considérons une hille de masse M et de rayon R qui peut rouler sans glisser sur un plan
incliné faisant un angle de 30° avec I'horizontale. On l&che cette bille sans vitesse initiale
et elle parcourt une distance de 1 m avant d'arriver sur une surface horizontale. Quelle
est alors sa vitesse? Elle continue sur cette surface ou elle glisse sans frottement avant
dentrer en collision frontale élastique avec une bille identique initialement au repos.
Quelle est la vitesse finale de la deuxiéme bille? Que se passerait-il si la deuxiéme bille
avait le méme rayon mais une masse deux fois plus petite?

(2 pt)

Considérons un cbne de
révolution de demi-angle au
sommet o en rotation uniforme de
vitesse angulaire o autour de son
axe, le cone éant placé
verticdement sur sa pointe. Un
mobile qui glisse sans frottement
sur la surface du cone est placé
sans vitesse initiale a une distance
r de l'axe. Que se passe-t-il ?
Discuter les diverses situations
possibles.

Examen L2 STEP avril 2007 avec corrigé page 3




04/04/2008

n°8

(3 pt)

Un cylindre horizontal et homogene, de masse M et de rayon R, roule sans glisser sur un
plan incliné qui fait un angle 0 avec le plan horizontal. Ce cylindre est retenu par une
ficelle qui passe dans une gorge de rayon r dans le cylindre. Cette ficelle est reliée par
I'intermédiaire d'une poulie a une masse m qui se déplace verticaement. Quelle est
I'expression de l'accélération du cylindre? On supposera que la ficelle n'est pas
extensible et qu'elle ne glisse pas sur la poulie qu'on assimilera a un cylindre homogéene
de masse M, et de rayon R,. Ecrire la condition de roulement sans glissement pour le
cylindre sur le planincliné.
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Corrige

n°l:

1) Voir cours chapitre 5 et réponses aux questions du 11 février et 10 mars 2008.

2) Le cercle est décrit dans le sens trigonomeétrique (direct). Son ouverture angulaire est égale
a deux fois I'angle entre I'axe de rotation de la Terre et la normale au plan de I'écliptique (23°27")
soit 46°54'. La position approximative de |'axe de rotation de la Terre en 5000 avant JC est indiquée
sur le schéma

Cassiopée

’I7

Etoile
Polaire

Petite Ourse

Grande Ourse

Position approximative de |'axe de la
Terre au moment de la premiéere
civilisation du Nil (5000 BC)

n°2:

Soit 74le moment d'inertie du disque par rapport a un axe horizontal perpendiculaire a son
plan et passant par un point du bord. D'aprés la regle de Steiner-Huygens, 7, est lié au moment
d'inertie I; par rapport a l'axe perpendiculaire au plan du disgue et passant par son centre d'inertie
G:

I, = I,+MR? (1)
ou M est lamasse du disque et R son rayon.

On sait que I, = MR?/2, on adonc:

3

2
I, = EMR2 = 1.5><10><@j =3.75 kgm?. (2)
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On sait (chapitre 4, section 4.4.2) que la période T des petites oscillations du pendule
physique est :
1
T=2r1 |—*—, (3)
Mg
ou g est I'accél ération de la gravité, d la distance entre son centre d'inertie et |'axe de rotation et 7, le
moment d'inertie du pendule par rapport acet axe. On adoncici:

2
T=2n |-t g |BMR _5p R _op |3 )3 (4)
Mgd 2MgR 2g 40 10
Lafréguence f'des petites oscillations du disque est donc :

f:izi\/E;@lmHz. (5)
T n\V3

n°3:

1) Considérons le repere centra OXYZ lié ala plaque, OZ étant |'axe perpendiculaire a son
plan, et les axes OX et OY paralléles a ses cotés.

A

Z

o) / Y
%

N,
7
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Les moments d'inertie par rapport aux plans I, , I, €t I, Sontaisesatrouver. Il sagit
du moment par rapport a son plan médian d'un objet invariant par translation. On a donc:
szlmzéMaz 1, =0, (1)
I'épaisseur de la plague fine étant négligeable. On en déduit les moments d'inertie par rapport aux
axes OX, QY et OZ:

Ma? Ma®

]zz:InXZ"']HYZZT € [y =1y +IHXY:?:IYY' (2)
Par symétrie, les produits d'inertie sont tous nuls. La matrice d'inertie centrale sécrit donc:
a? 1 00
= a
I,= 0 1 0}
ST (3)
0 0 2

2) Comme pour I'exercice n°2, la période T' des petites oscillations du pendule physique est :

T =2rn Ly . (4)

Mg
Le moment d'inertie 14 par rapport al'axe perpendiculaire au plan de la plague passant par un
coin setrouve en utilisant le résultat de 1) et laregle de Steiner-Huygens:

2
1 a 2
Iy =1y +Md2=gMa2+M[TZJ =§Ma2. (5)

On adlors:

(6)

Quand on gjoute la masse m, le moment d'inertie devient 7’4, la masse total M’, la distance au
centre d'inertie d’ et la période 7", donnée par:
I',

T'=2n . (7)
M'gd'
Pour trouver Iy, il suffit d'ajouter la contribution dem ala :
I',= ZMa2 +m(a\/§)2 = ZMa2 +2ma® = Z(M +3m)a® = IA[1+ SEJ. (8)
3 3 3 M
D'autre part, on a:
M'd'zM%+m Za:%(M+2m):dM(l+2%j. (9)
Le rapport des périodes au carré, qui vaut 4/3 d'aprés I'énonce, sécrit:
(ZT:&:L Mgd _ M +3m (10)
T) 3 I, M'gd M+2m’
soit:
AM +2m)=3M +3m), (11)
d'ou:
m=M]| (12)
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n°4 :

1) Voir détails dans les corrigés des exercices. On peut se place par exemple dans un repére
(non gdliléen) lié a I'objet en rotation autour de l'astre et, dans ce repere, a I'équilibre, la force
dattraction gravitationnelle compense laforce d'inertie centrifuge, ce qui Sécrit:

2
GmM =mw2R=m(%j R, (1)

ou M est la masse de l'astre attracteur, m celle de I'objet, R le rayon de I'orbite circulaire, w la
vitesse angulaire de rotation et 7' la période.
On adonc (Troisieme Loi de Kepler):

R® GM
== , 2
T? 4r? (2)
2) On peut calculer lamasse de Mars en utilisant (2) et les données de Phobos:
2 3 2 33
AR At (STBACT oy (3)
G T? 6.67x10™" (27540
Avec |les données de DEmos:
2 p3 2 3|3
_4n°R 4n?  (23459x10°F . o < (2

G T° 667x10" (109123)

Les deux vaeurs sont proches, ce qui indigue que les deux satellites de Mars suivent
approximativement la Troisiéme Loi de Kepler. La vaeur de la masse de Mars est, en moyennant
ces deux valeurs, 6.42x10% kg, soit environ un dixiéme de la masse de la Terre (~6x10* kg) et
environ dix foislamasse delal une (7.4><1022 kg ou 1/81 foislamasse delaTerre).

3) Le moment cinétique o d'un objet de masse m en rotation uniforme sur une orbite de rayon
R et de vitesse V est:

2
0 = RxmV =mR x R:anR?, (5)
soit, pour Phobos:
3\2
o, = 2mx1Ax108x O30 B 0P kgme-s] (6)
Phobos 27540
et pour Déimos:
3 \2
G =27x0.2x10 x 23;‘33;2130 F_ l6.3x10” kgm?s] (7)

4) Soient ¢=14 km, »=11.5 km et ¢=10 km, les demi-grands axes de I'élipsoide auquel on
assimile Phobos. La matrice d'inertie principal e sécrit:

b’+c® 0 0
i,,ho,m=% 0 *+d®> 0 |, (8)
0 0 a2+h?
soit:
. [uss 0 0 232 0 0
oo JLLA0T gl o qore12 0 |=EXI0%0 5 og6 o |, (9)
0 0 144115 > |0 o0 38
d'ou:
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1 0 O
Lopps =5.1x10% 0 1.3 0 | kgmq. (10)
0O 0 14
5) Soit T la période de précession de Mars en années. On a
¢ = T576x10 %x —=—x == 2% (11)
3600 180 T
ou ¢ est lavitesse angulaire de précession en radians par an.
On adonc:
7 = 30001802 . 121 000 ans: (12)
7576x10
En exprimant la vitesse de précession ¢ en radians par seconde, on a
—11 30 o
¢ = 757610 *x 1 = 1 : _36.67x10 " x2x10 o c0s(25.19°) . (13)
3600 180 3.1x10" 2 (]__524><:|__5><:|_011)3 2n
3600x 24.62
On en déduit lavaleur de |'aplatissement «;.
1.524x1.5x104 |’
o, = 576107 x — = e 2 : = )30 on . (14)
3600 180 3.1x10" 36.67x10™* x2x10% 0.90 x 3600x 24.62
soit:
a, = 6x1079 (14)

L'aplatissement de Mars est donc approximativement deux faois plus grand que celui de la
Terre (1/306).

Le rapport de la contribution de Phobos a celle du Soleil sur la précession de Mars est donné

par:
M, (1.524AUJ3 (15)
My, \ 9378km )’
soit:
1.1x10° (1.524><1.5><1011J3 008 (16)
2x10% 9378 x10° B

L'effet de Phobos est en premiére roximation nédligeable sur la précession de Mars,
contrairement al'effet de la Lune sur la précession de la Terre qui est dominant.

6) La période du pendule est inversement proportionnelle a la racine de I'accélération de la
gravité. L'accélération de la gravité ala surface de Mars g est:

4x10% .
g, =6.67x10™ 6x—022 ~37ms? (16)
; 3
(3375%10°)
et alasurface de Phobos:

6
€ prones = 067 x107 L0 | 5q0° m-s?, (17)

(12x10%)

La période du pendule a la surface de Mars est donc:

TMars =1S %;’ ( 18)

et ala surface de Phobos:
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T (19)

TPhobos = ]'S 5)(10_3 =

n°s:

Notons 7; et I, les moments d'inertie du patineur par rapport a son axe vertical, avant et apres,
respectivement, avoir ramené les bras sur le corps, et de méme w; et w; les vitesses angulaires de
rotation. Comme il n'y pas de force extérieure, le moment cinétique du patineur est conservé
pendant le mouvement. On a donc:

Lo, = 1,0,, (1)
soit

L_o_;p (2)

I, o

Soit M la masse du patineur (sans les bras) et m la masse de chaque bras (m=2 kg). On
assimile le patineur a un cylindre de rayon R et chague bras a une masse ponctuelle m située a une
distanced. Au début, on ad=4R €, alafin, d=2R. On adonc:

1
I, = = MR?+ 2m(4R)?

2 (3)
I, = EMR2 +2m(2R)?

d'ou:
l 2 2

[_1_2MR +32mR  M+64m ()

1, ;MRz-i-SmRz M +16m
soit:

M =32m. (5)
Lamasse du patineur (corps avec les deux bras, soit M+2m!) est donc de 68 kg.

n°6 :

Une sphére homogene qui roule sans glisser sur un plan incliné dangle 6 avec I'horizontale
effectue un mouvement uniformément accéléré d'accélération a:

5 1 25 2

5 .
=—909nN0 =—x10x—=— Mm-S 1
“=378 779 (1)

ou g est I'accélération de la pesanteur. La vitesse V' acquise apres une distance d=1 m est donnée

par:
V2=2ad=2><2—75x1:$ soit V:1/57—O;2.7m/s. (2)

Soit V; et V, les vitesses apres le choc de la premiére bille (celle qui descend du plan incling)
et de la deuxieme hille (celle initialement au repos), respectivement. Comme le choc est éastique,
on a conservation de I'énergie cinétique totale. Comme les billes ont la méme masse, la
conservation de la quantité de mouvement totale et de |'énergie cinétique totale sécrivent:

V=V+V,
1V2:1V2+EV2’ (3)
2 2t 27

d'ou:
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(1) =v2+ 1y, (4)
ce qui implique que le produit 7;V> est nul, et donc que soit V;=0, soit V>=0. La seule solution
acceptable physiquement est 7/,=0. On aalors V,=V.

Si lamasse de la deuxiéme bille est deux fois plus petite, aors:

1
V=V, +=V,
1 1 21 1 5 (5)
_Vz _ —V12+——V22
2 2 22
d'ou:
1Y 1
(Vl +5V2j -v2edvz, (6)
soit:
1 1
(V_EVJVZZZV:’ (7)
ce qui donne, ¥,=0 n'éant pas physiquement acceptable,
V—%n:%n, (8)
et on obtient:
4 1
V,==V=36mlq et|/,==V=09 m/g (9)
3 3

Remarque: Au lieu de la conservation de I'énergie cinétique totale, on peut aussi écrire que la
composante horizontale (normale au plan tangent au point de choc) Sinverse au cours du
mouvement, soit: V;-V>=-V. Mais V=V;+1/2V>. On obtient ains directement V-3/2V>=-V soit
V,=4/3V.

n°7 :

Considérons la situation au début du mouvement, quand la vitesse du mobile est encore nulle.
Le mobile de masse m est soumis alaréaction du cone, a son poids et alaforce d'inertie centrifuge.
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Projetons ces trois forces sur le cone, le long d'une génératrice Ox orientée vers |'extérieur. La
projection du poids est:
— mgcosa . (1)
Laprojection de laforce dinertie centrifuge est:
mo’rsine . (2)
|l existe donc un rayon critique r, = gcota /w® tel que la somme de ces deux projections

sannule. Le mobile reste alorsimmobile! Si le rayon initial est plus grand quer,, alorsle mobile est
gecté. Si lerayon initia est plus petit que r,, le mobile tombe au fond du cone.

n°s :

Soit x la position du centre d'inertie du cylindre roulant sur le plan incliné, de moment
d'inertie 7 par rapport a son axe de symétrie, et soit @ sa vitesse de rotation angulaire, comptée
positivement quand le cylindre roule vers le bas. Notons @, la vitesse de rotation angulaire de la
poulie, comptée positivement quand la masse m monte, et z la position verticae de la masse m,
comptée positivement vers le haut. Soit 7, le moment dinertie de la poulie par rapport a son axe de
rotation. La condition de roulement sans glissement du cylindre s'écrit:

X=wR. (1)
Si laficelle frotte sans glisser sur lapoulie et sur lagorge du cylindre, alors, on a
=R, :x+wr:(1+%jx. (2)

Soit N et T les modules des composantes normales et tangentielles, respectivement, de la
réaction du plan incliné sur le cylindre. Soit 7; le module de latension de laficelle entre la poulie et
le cylindre, et 7> entre la poulie et lamasse m (cf figure ci-dessus).

Le théoréme de la quantité de mouvement appliqué au cylindre fournit:
0= N - MgcosO (3)
Mz = Mgsin —T T,

et appliqué alamasse m:
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mz=T,—mg . (4)
D'autre part, le théoréme du moment cinétique appliqué au cylindre et alapoulie:

Io)= RT-rT,
Iowo =RT-RT,’ (5)
p@p = Kply =10, 1
La deuxiéme équation sécrit, en utilisant (2):
1
—Loz=T,-T,, (6)

R 2

p

I I .
m+—pzléz[m+—p2J(l+—jjé:Tl—mg. (7)
( RP Rp R

On peut par ailleurs éliminer T entre la deuxieme éguation de (3) et la premiére équation de
(5). On obtient:

puis, en utilisant (4):

I ). . r
(M+R—2jx=MgS|n9—(l+EjTl. (8)
Pour trouver I'accél ération, éiminons 7; entre (7) et (8). Il vient:
I 1 r Y . r
M+—+|m+—L || 1+ —| |¥=MgsnO—-mg| 1+— |. 9
[ R? szj( R)} 4 g( Rj (9)

0it:

MsinH—m(1+rj
R

I di
M+L2+ m+ -+ (1+rj
R R, R

La condition de roulement sans glissement est 7/N<f, ou f est le coefficient de frottement
statique entre le cylindre et le plan incliné. Pour trouver 7, utilisons la premiere équation de (5):

=g (10)

I .. r
TZFX+ET1. (11)
Or, on peut obtenir 7, de larelation (7):
1 r..
T, =mg + m+—p2(1+—jx. (12)
R, R
On adonc:
1
T=ng+ L2+L m+—”2(1+1)5é, (13)
R R® R R, R
soit:
MsinH—m[1+rj
T=¢g m+ R

1
L2+L m+—" 1+ 2|1, (14)
R J I | R* R R, R
M+—+|m+—5 | 1+ —
R R, R

La condition de roulement sans glissement s'écrit donc:
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sin@—m(1+r)
L |mr, M\ R

I r I, 147 <
cosd | M R J I 2R R|"TRZ)\TTR =/ (18)
M+2+[m+”2][1+rj g
R R,

R

Si lapoulie et le cylindre sont homogeénes, alors on a /=1/2MR” et 1,=1/2M,R,”. Les résuiltats

Sécrivent alors:
siné — A’Z(u ;j
X=g M (16)

et
. m r M
snf——1|1+— —r
Lgmr, ! M( +R) 1+Lm+ 2 [1+Lj <f 17
cosd| M R M, 2 R M R)|I| 7| (17)
3 m+7 - 2
+ (1+j
i 2 M R |
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