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MASTER STEP Institut de Physique du Globe de Paris
Géophysique de I'Environnement

GE2008 TD1

Corrigé des exercices pour le 15 avril 2008

La profondeur de pénétration pour une onde de période 7T est donnée par A =+«kT /n
oll x est la diffusivité thermique. Pour I'onde annuelle (7=3.16x10" s) et k=1.5x10° n?-s?, on
obtient A= 3.9 m. L'atténuation & une profondeur p est e *"* | ce qui donne 0.076, 5.8x10° et
4.4x10%310m, 20 m et 30 m respectivement. Quant au décalage de phase, il est donné par

pl27A en unités de période, soit 0.41, 0.82 et 1.23, ou encore 5, 10 et 14 mois a 10 m, 20 m et
30 m respectivement.

E2:

L'amplitude annuelle créte créte a Paris est environ 15 °C. Pour que I'amplitude a une
profondeur p soit 0.1 °C, il faut donc que l'atténuation e”'* soit égale & 6.7x10°. La

profondeur de pénétration A pour une onde de période T est A =~«T/x , soit 3.2 m avec
7=3.16x10" s et en prenant x=10° m?%s'. La profondeur p minimae est aors p=-
AxLog(6.7x10°°) soit p=16m.

E3:

Comme le hangar est abrité de la pluie, supposons que la saturation du sous-sol en eau
est de 50 %. Le coefficient de diffusion effectif D@Z du sal dans ce milieu est aors
approximativement de I'ordre de 0.05x2x10° m*s'=10"° m’s™. Si le sel a diffusé sur une
longueur L, par argument dimensionnel, en |'absence d'information plus précise, I'ordre de
grandeur de ladurée 7 est donné par:

I’ 05 10° 10"

= s = = 83ans (1)

"D, 10° 7 47 4x3x10

E4:

Le débit Q atraverslefiltre est donné par KAA/I, K éant la conductivité hydraulique, 4
l'aire totale du filtre (soit A=nry2 ou r, est le rayon du filtre), & la charge hydraulique et / la
longueur du filtre. Comptons la charge hydraulique a partir du bas du filtre, on ne tient donc
pas compte dune éventuele réention capillaire du filtre. Quand le filtre est plein
(h=h,=10+2=12 cm), on obtient 0=103xmx4x 10%x12/2=7.5x10"® m%/s soit @=450 mL/min.

Le débit atravers le filtre est aussi égal a A(#)dh/dt, ou A(t) est I'aire de la surface libre.
Si on suppose que la cafetiere est cylindrique, alors A(t) =nrﬂz)2 ou r(h) est le rayon de la
surface libre. Ici, r(h)=ro+tanax(h(?)-I), ou a est le demi-angle au sommet de la cafetiere
supposée conique. On adonc :
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2
Q=Km"02?=—ﬂ(f’o—%+ij dh (1)
car a=30°, soit:
(r —lTJrzh(r —lj+hz
P Y BN N M
[ h

L'eau aura entierement percolé au bout d'un temps 7' qui correspond a / variant de 4; al.
En intégrant (2) de =0 a 7, on obtient donc:

dh. (2)

K (LY, Rk 2( 1), o102
ZT—(rO \/5) Logl+£(o @j(hl 1)+6(h1 ?), (3)
soit;
(Y, k2 1 L
TKK @j “’gﬁ@(() @)(’% D+l 1)] (4)
soit;
T=3.0min (5)
E5:
2 km

A
v

\4 \4

| Coucheimperméable A\

1) Considérons I'aquifere libre délimitée par la mer de par et dautre. La hauteur
piézomeétrique / est donc 2=hy=100 m pour x=0 (coordonnée horizontale perpendiculaire ala
presquile et x=L (largeur de la presquile). La ligne de partage des eaux xwp est au centre de
la presquile et h(xyp)=140 m. Soit « l'infiltration par tranche de presgquiile, que nous
supposerons constante et égale a 1% de la pluviométrie. La conservation de la quantité totale
d'eau contenue dans |les pores permet d'écrire:

dgq
=), 1
a=— (1)
ou g est le débit spécifique. Dans le cadre de |'approximation de Dupuit, on a:
g=-Kkn, (2)
dx
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ou K est la conductivité hydraulique.
Onadonc:

df,dh__a (3)
dx\  dx K

Cette équation sintégre aisément quand le milieu est homogéene (K=Cte) et a est
constant et |a solution vérifiant les conditions aux limites est:

h2:h02+%x(L—x). (4)

La hauteur piézométrique au centre est aors:
L2
i 2_ 42 +i_. 5
=l T (5)
On peut déduire la valeur de la conductivité hydraulique en fonction des autres
parametres.
a I’
R 6
4 by’ —hy' (®)
ce qui donne K=1/4x30x10%(3.16x10")x4x10%(140%-100%) m/s=10" m/s. Cette valeur
correspond a une perméabilité de 10 mD.

2) On est ici dans e cas d'un probléme de diffusion a une dimension. La diffusivité k est
ici la diffusivité hydraulique donnée par x=Khole, ou ¢ est la porosité. La profondeur de
pénétration (ou longueur de diffusion) A pour une onde de période T est aors donnée par
A=+kT |7 et |'aténuation & une profondeur p est ¢ ”'*. Or |'atténuation indiquée pour la
marée M2 avec p=2 m est 1/5. On a donc A=2/Log5=1.24 m. La conductivité hydraulique est
dors : K=enl?/hyT=0.05x1x1.24%/100/(12.42x3600) m/s=0.54x10" m/s, soit 5.4 mD. Cette

valeur ne coincide pas exactement avec la vaeur obtenue précédemment mais elle est du
méme ordre de grandeur.

E6:

Dans |'approximation de Dupuit, le débit Q dans un forage de rayon r ou on observe un
rabattement 4 est lié au rabattement /; observé a une distance r; par :
hZ —h?
Q=rK=—2, (1)
Log =+

4

ou K est la conductivité hydraulique.
On a donc ici K=10"%7xLog(15/0.1)/(12.7%-12.3%)=16x10" mV/s, soit une perméabilité
de 16 D.

E7:
Dans |'approximation de Dupuit (voir ci-dessus), la hauteur piézométrique #(x) vérifie
I'égquation :
Sni)--e, (1)
dx\ dx K

ou K est laconductivité hydrauli que et a l'infiltration.
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\|\A(L)=h
h(0)=h, |- (L) =h
K] KZ <K1
>
x=0 x=L/2 x=L X
Dans le cas ou a ne dépend pas de la position, cette égquation sintegre :
hf:—Kilx2+Alx+Bl, (2)
dansle milieu 1 (0<x<L/2) et :

W= -+ Ax+B,, (3)

2
dans le milieu 2 (L/2<x<L), A;, B;, A, et B, éant des constantes. Les valeurs des constantes
sont imposées par les conditions aux limites. On a d'abord une contrainte a chague bord:
h;(0)=hy €t hy(L)=h;. On a en outre une relation de continuité de i(x) alafrontiere entre les
deux milieux : &;(L/2)=h>(L/2). Cestrois conditions secrivent :

B, = hg
By=h?—A,L+—1I" . (4)
KZ
2 2
K 4 2 K, 4 %2

Enfin, on peut écrire la conservation du flux d'eau a la frontiere entre les deux milieux,
autrement dit :

dh, dh
—KhEA =-Kh T2 (5)
' dx x=L 12 ’ dx x=L 2
ce qui sécrit :
dh) dh,’
K, =X =K~ 6
i, 2 g (6)
x=L12 x=L[2
ou encore, en utilisant (2) et (3) :
2a L 2a L
K|-——7+4 |=K,|-——+4, |, 7
(2L ) -22L00) o
soit : K14 1=K>A>. En injectant cette relation dans latroisieme équation de (4), il vient :
2 2
—iL—+&A2£+h02:—iL—+A2£+ h? — AL +——I2 (8)
K, 4 K °2 K, 4 2 K,
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LK,+K L? 1
Az——2+ L hl—hl+a— 3.1 (9)
2 K, 4\ K, K,
I? K
) Kl(hL2 - h§)+ a4(1+31)
A== : (10)
L K, +K,
On obtient alors :
2
, K (n2 =12+ ai[n 3?}
4=522 ‘ (11)
K, L K,+K,
e
I? K
K,(n? —h§)+a4(1+3Klj
B,=h?-2 2/, 452 (12)

K, +K, K,
La ligne de partage des eaux se situe dans le milieu ayant la plus faible conductivité
hydraulique, 2 ici. Dans ce milieu 2, laligne de partage des eaux est définie par :

dh’
. =0, (13)
X=Xy
Soit :
24, 40 (14)
K2 WD 2
Onadonc:

(15)
Pour h,=h;, on a.:
L LK -K
=—+—-——1—2 16
i =3 4K, +K, (16)
La hauteur maximale de l'aquifére est :
a a
W2, = _Exw,f + Ayxy, +hE —A2L+?2L2, (17)
soit, en exprimant 4. en fonction de xup (éguation 14) :
a 2 a 2 a a
hriax = —K—ZXWD + 2K—2xWD +hL2 —2K—2xWDL+?2L2. ( 18)
Onadonc:
(19)

Cetterelation est d'ailleurstout afait générae.
Un exemple de cas est représenté sur la figure ci-dessous:
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E T J
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E8:
e
o S~
y \\h(L)zhL
h(0)=hg |’ ___.
""" K
>
x=0 X; X xX= X

Commencons par le cas d'une segmentation du massif en trois zones 1, 2 et 3
d'infiltration constante /;=ay, I.= ay €t I3=ay. Dans |'approximation de Dupuit (voir ci-dessus),
la hauteur piézométrique #;(x) vérifie lI'éguation :

i(hi%]:_i, (1)
dx\  dx K
ou K est la conductivité hydraulique. Dans le cas ou /; ne dépend pas de la position, cette
équation sintegre :
h?:—;I{Lx2+A[x+BI., (2)

1

ouU 4; et B; sont des constantes.

Corrigé GE2008 TD1 page 6



16/04/2008

Pour trouver les six constantes, on écrit d'abord les conditions aux bornes:
hg = Bl
I . 3
h:=—=I’+ AL+ B, (3)
K

On écrit ensuite la continuité de la hauteur et du flux a chaque frontiere de zone. Pour la
limite entre lazone 1 et lazone 2 (x=x;), on &

I > I, >
—Elxl +Alxl+Blz—E2xl +A2x1+BZ.

(4)
I 1
-2 x,+4,=-2-2x+4
KT le 2
et, pour lalimite entre la zone 2 et la zone 3 (x=xz), on &
1 I
——2)522+Azx2+82=——3x22+A3x2+B3
K K (5)

- Z%XZ + 4, = —2%x2+ A,

On remarque gu'en multipliant la deuxieme équation de (5) par -x; et en goutant a la
premiere, on obtient:

L > I, »
—Lx,°+B,=—-2x"+B,, 6
[ 1 le 2 (6)
soit:
B, =h2+ %xf. (7)
De méme:
I,-1 I, -1 I,-1
B,=B, +-2 3)c22:}102+ 1K2x12+ 2K 3x22. (8)
On obtient alors A3 a partir de la deuxiéme équation de (5) :
1 I
A, = Z[hf +E3L2 —st; (9)

puis A4, et A; sobtiennent successivement des deuxiemes équations de (4) et (5).
Deux exemples sont représentés dans | es figures suivantes.

K=1.000 10 m/s

a,=50 mm/an
15
a,= 0 mm/an a,= 0 mm/an

RN

Hauteur nappe (m)

10—

Distance (m)

Corrigé GE2008 TD1 page 7



16/04/2008

\\\\\\\\\\\\\\\\ ‘ T T T T T T T T T ‘ T T T T T T T T T T T T T T T T
L K=1.000 10°° m/s N
15— ]
— r a,= 0 mm/an 4
S r a,=50 mm/an 2,=50 mm/an 7
S~ [ -
) L i
&
= 10
& L i
‘. L i
= . i
()
) L i
=
© 5[ I
T L i
oL v v v v v b e b
0 1000 2000 3000

Distance (m)

Plagons-nous maintenant dans le cas d'un milieu homogeéne de conductivité hydraulique
K avec uneinfiltration a(x) variant avec la position comme agsin’(x w/L). On a

1 cos(zm)
2p2 2 2a, 20,
CETSE TR - i W SV A PP
dx K K L K L
L'intégration est aors immeédiate:

h2=—ai°x2+Ax+B—K zcos(zzx). (11)

K 2 K

ou A4 et B sont deux constantes:
Les conditions aux bornes imposent:

- 2
K 4r 2 (12)
2K K 4r?

d'ou on tire:

2K L (13)

Laforme delanappeest aors:
2_ 2 2 2
hzz—a—0x2+(a—°L+—hL fig Jx+h02+a° L _a L "os(zmj- (14)

2K L K 47® K4z’ \ L

Danslecasouh,=h;=0,0na:

ou:
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a L. b4
hzzi{x([,—x)+ﬂ—2$|n2(fj}. (16)
La hauteur maximale de lanappe seraaors (x=L/2) :
_ |a L |z*+4 17
P \/K w2 (17)

E9:

Soit O le débit de pompage dans ce puits de rayon ry, €t /o la hauteur d'eau dans le puits
al'équilibre. On a

2 2
0=nk Ho=l" (1)

R

Log —

o
ou H, est la hauteur de la nappe avant pompage, K |a conductivité hydraulique et R le rayon
d'influence du pompage. Prenons dans un premier temps R=60 m. On souhaite pomper le plus
possible dans ce puits, donc on va supposer qu'on se place alalimite de Sichardt. Le débit est

aors:
_ VK
0 =2myfy~ (2)

En égalisant les deux expressions du débit, on obtient une équation du deuxieme degré pour
hy:

2
JK —OJL _ 5 2o sit: (3)
Loo X 15
og
To
Zro R
g——H, =0 4
hy” +hy J_ " (4)
dont la solution positive est:
2
7, R 7, R 2
=———=Log—+ .|| ——Log—| +H, . 5
157K %, \/{15& groj ° (5)

On obtient #p=2 m. Si on utilise maintenant cette valeur pour estimer e rayon d'influenceR en
utilisant laformule de Sichardt, on obtient:

R = 3000x8x+10° =76 m. (6)
On obtient alors #,=1.9 m en utilisant cette nouvelle valeur dans (6). On vérifie ainsi que le
résultat dépend peu de I'hypothese sur le rayon d'influence.
Le débit de pompage est alors:
JK 10°°
=2 —=27x0.2x2
O =2mohy g = 2nx02x27 g

= 46 m’/jour. (7)

Or le besoin d'eau du village est de 30x 103x2000=60 m3/j our. On constate que méme a son
taux de pompage maximum, Ce puits ne peut pas suifire pour aimenter le village.

E10:

On utilise la formule de la décharge de Dupuit-Forchheimer (équation 2.23 du chapitre
2):
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3x10°x 1077

3x10* x10x 90
=————(50°-40 . 1
© 2x50 ( ) 100 - (1)

Ell:
) 200 m ,
S on aun peuplier par 100 m?, aors le taux d'évaporation est:
3
1000 _ 5 pys (1)
10° x100
L'équation d'équilibre de I'aquifére libre est :
hzz—ix2+Ax+B, (2)
K

ou A et B sont des constantes et a=-¢. Les constantes sont imposees par le fait que le niveau
est donné égal a 7p=5 m pour x=-L/2 et x=L/2, soit:

p2o— 9L 4L p
K 4 2 _ (3)
, al® L
o =——— +A—+B
K 4 2
On obtient:
A=0 ,
B=h02+££ ) (4)
K 4

Laforme del'aquifére est donc:

C'est un arc d'hyperbole dont le minimum est:

2 8 4
\/ho _i—\/25_1010xfxm - /25-10 = . (6)

Soit ¢ le déhit spécifique circulant dans la nappe libre, compté positivement. Il est égal
au débit emporté par I'allée des peupliers, soit:
100x10°°

©2x10°

E12:

=5x107 ms. (1)
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Le débit spécifique est par ailleurs donné par I'approximation de Dupuit:

g=Kn, (2)
dx
ou K est la conductivité hydraulique et 4(x) la forme de la hauteur piézométrique en fonction

de la coordonnée x perpendiculaire alariviére.

10 m
é === A
_____________ S b
K=510"° m/s

On obtient donc une équation différentielle pour /(x) :

9 ge=Lap, (3)
K 2
qui sintegre facilement entre x=0 (allée de peuplier) et x=L (riviére):
q 1 2 2
L L==\H,2-1?), 4
Lr=3 () (4)

ou Hy est le niveau d'eau dans lariviére et 4y le niveau d'eau sous les peupliers. On remarque
gue le niveau d'eau demeure constant égal a hy au-dela des peupliers, puisquil n'y a pas
d'autre source d'alimentation ou de perte d'eau. On a donc:

2 2qL \/ 2x5x107" x10
= |H, " ——==,|25- =+24.8=4.97m.
hy 0o Tk 5 e 10° 8=497m (5)

On a donc un rabattement de 3 cm, ce qui ne fait pas beaucoup... Il est cependant
vraisemblable que le modéle ci-dessus, qui suppose que les peupliers vont puiser |'eau
directement sous leur tronc, est trop sommaire. Les racines iront probablement chercher I'eau
horizontalement, éventuellement en puisant directement dans |'eau au bord des berges. ..

E13:

On aici un processus de diffusion que nous supposerons de dimension 1 dans un milieu
homogene. Soit |alongueur de diffusion. L'atténuation observée de I'onde M2 est 44/80. On a
donc:

5
— 44
A I 1
T80’ (1)
soit:
5
L _
%% a4

Maislalongueur de diffusion est donnée par :
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A==, (3)
T
ou 7 est lapériode et k;, ladiffusivité hydraulique. Mais la diffusivité hydraulique est:
KH
Kh =T ( 4)
¢

ou K est la conductivité hydraulique, H 1a hauteur moyenne de la nappe et ¢ la porosité. On a
donc:
2
T
En prenant une conductivité hydraulique de 1 D et une porosité de 20 % (typiques pour
les milieux sableux), on obtient H=100 m.

H

El4:
Le débit de pompage O dans un forage de rayon r, et de rayon d'influence R est donné
par:
2 2
0= o Mo | (1)
R
Log —
o

ou K est la conductivité hydraulique, H, le niveau d'équilibre de la nappe avant pompage et 4,
le niveau dans le forage a I'équilibre pendant le pompage. Le rayon d'influence est donné par
laformule de Sichardt:

R(m) = 3000(H, — h, WK = 3000x50x 10 =474 m, (2)
Le débit est donc:
2 2 2 2
0=k o =he') _ 19075, 1007250 L o5 s, (3)
Log — Logﬁ
7, 0.1
Cependant, le débit critique Q. dans ce forage est:
-5
0 = zmohogz 27 x0.1x ”ig =66 Lls. (4)

Le débit de pompage nécessaire pour maintenir un rabattement de 50 m est donc
largement supérieur au débit critique. |l n‘est donc pas raisonnable de faire cette opération; le
forage va se colmater.

E15:

Le débit spécifique a travers les digues étant conservé, on a d'aprés la formule de la
décharge de Dupuit-Forchheimer (équation 2.22 du chapitre 2) :

Wk B hE Bk

L 2L LI2° (1)
soit:
2 2_}112_}722
fo—h =" (2)
B = 4
On en déduit:
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h = 5k
_ 3 —hy

72’ (3)

(4)

El6:

Le niveau maximum #,,,. d'une nappe phréatique dans un milieu de largeur typique L,
de conductivité hydraulique K et dinfiltration a est (chapitre 2 équation 2.43):

hmaX:\/;; (1)

En prenant une permeéabilité de 1 D, une infiltration de 1 % la pluviométrie, soit 6 mm
par an dans larégion parisienne, on obtient:

3
e = 21000 4 m. (2. 44)
3x10" x10

Il est donc _ gue le niveau d'eau environ 26 m plus haut soit le toit de
I'aquifére. Il s'agit probablement d'une petite aquifére perchée tres localisée, sans intérét pour
I'exploitation agricole par exemple.
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